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Abstrakt:

Cilem naseho miniprojektu bylo sezndmeni se zdkladnimi fraktalnimi

mnoZzinami, zptisobem jejich konstrukce a zkoumani. Déle jsme poznali

nekteré jejich vlastnosti a paradoxy.

1 Uvod

Fraktél je moino definovat nckolika zpﬁsoby, 0v§em 22idn)’/ z nich nem’ vyéerpévajici a

Vv,

které po zvetsem vypadaji jako celek.

2 Klasické fraktaly

Cantorova mnozina

Pfi  konstrukci  Cantorovy mnoZiny
zaCindme s uzavienym intervalem <0; 1>,
ktery rozdélime na tfi stejné intervaly a
vnitfek prostfedniho (bez krajnich bodu)
odstranime. Vzniknou ndm dva intervaly o
tretinové délce, na néZ OpetovNE am mm =m mnm
aplikujeme predchozi postup.

S kazdou iteraci (tj. opakovani postupu déleni a odstranovani) se celkovd délka intervalu
zmensSuje na 2/3 ptedchozi délky a dvojndsobné nariistd pocet krajnich bodt. Po nekone¢ném
poctu iteraci zlstane z vychoziho intervalu <1; 0> nekonecné mnoho bodli a bude mit

soucasn€ nulovou délku.

Sierpinského trojuhelnik
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Dal$im z jednoduchych fraktdla je Sierpinského trojuhelnik.

% o4
z‘@y@} vy@';yy Vznikne rozdélenim rovnostranného trojihelnika stfednimi

Ty il prickami na Ctyii mensi, pficemz vnitfek vnitiniho trojihelniku
IR - odstranime. Zustanou tii mensi trojihelniky, snimiz vySe
ngvyww %'gyw popsany postup opakujeme.
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Opakovanim postupu do nekonecna dostaneme fraktdl, jehoZ obsah je nulovy a zaroven je
obvod vsech trojihelnikit dohromady nekonecné velky.

Kochova vlocka

Vychozim objektem pro tvorbu Kochovy vloc¢ky je rovnostranny
trojuhelnik. VIocku poté konstruujeme ndsledujicim zpiisobem:
Kazdou stranu trojihelniku rozd€lime na tfi stejné casti, pficemz
prostfedni ¢ast odstranime a na jejim misté ni vzty¢ime rovnostranny
trojuhelnik. Tento postup poté opakujeme se vSemi stranami.

S kazdou iteraci se obvod vlocky zvétsi na 4/3 predchédzejici hodnoty.
Po nekone¢ném poctu iteraci bude vlocka sice obepinat konecnou
plochu, ale jeji obvod bude nekonecny a navic, pfestoze bude souvisla,
po celém jejim obvod¢ budou vrcholy trojihelniki, a tak k ni nebude
mozno v Zadném misté sestrojit tecnu.

3 Fraktalni mnoZiny v komplexnich cislech

Pfi tvorbé nasledujicich fraktala se jednotlivd komplexni ¢isla z Gaussovy roviny povazuji za
pocatecni prvky cCiselnych fad a na zdklad¢, zdali fada konverguje k nule nebo naopak
diverguje k nekonecnu se rozhoduje, zdali bod patii do mnoZiny.

Juliova mnozina

Juliovu mnozinu vytvoiime ndsledujicim zptisobem. Nejdiive si zvolime libovolnou
komplexni konstantu ¢ s absolutni hodnotu radéji mensi nez 2. Poté prochdzime Gaussovu
rovinu a vybirdme z ni jednotliva Cisla, ktera slouzi jako prvni ¢len (zp) fady dané
nasledujicim predpisem:

Zntl = ZHZ +C
Jinymi slovy feCeno: Kazdy dalsi Clen ftady
ziskdme souctem konstanty ¢ a druhé mocniny
piredchoziho clenu. Dadle spocitime dostate¢né
mnoZstvi ¢lenl fady a pokud fada nediverguje k
nekonecnu, patii Cislo vybrané z Gaussovy roviny
do Juliovy mnoZziny.
Juliova mnoZina je stfedové soumérna podle
pocatku Gaussovy roviny (0 + 0i). Na obrazku
vidime Juliovu mnozZinu pro ¢ = 0.3 + 0.5i.

Mandelbrotova mnozina

Tvorba Mandelbrotovy mnoZiny je podobnd Juliové mnoZing
(opét z Gaussovy roviny vybirdme ¢isla a dosazujeme je do
Ciselné tady a pokud fada nediverguje k nekoneCnu, patii
&islo do mnoZiny), oviem s nasledujicimi zménami: Cisla
z Gaussovy roviny neslouzi jako prvni clen zy, ale jako
konstanta c; v ptipadé Mandelbrotovy mnoZiny je pocatecni
¢len zp roven nule.

Mandelbrotova mnoZina je soumérnd podle redlné osy a
jedna se o jeden z nejslozitéjSich utvart v roving.



4 Iterované funkéni systémy (IFS)

Iterované funk¢ni systémy slouZzi ke generovani fraktali na zdklad¢é sobépodobnosti. Hlavni
myslenkou je vytvoreni jedné nebo vice kopii zakladniho objektu, na které se aplikuji
podobnostni transformace, tj. zrcadleni, otadCeni, posun a Skdlovani (smrStovani a natahovani
ve sméru soufadnicovych os). IFS lze pouZit pouze na ptesné sobépodobné fraktaly.

5 Topologicka a sobépodobnostni dimenze

Topologickd dimenze udava, jakymi druhy mér (délka, plocha, objem) Ize popsat dany objekt.
Naptiklad:

Priklad objektu Mozné rozméry Topologicka dimenze
Bod Z4dny rozmér 0
Usecka Pouze délka 1
Obdélnik Délka, plocha 2
Krychle Délka, plocha, objem 3

Pro lepsi pochopeni podstaty sobépodobnostni dimenze si pifedstavme, Ze zmenSime (z-krat)
n¢jaky objekt a poté zkoumdame, kolik (n) kopii zmenSeniny by bylo mozno umistit do
objektu o puvodni velikosti. Sobépodobnostni dimenze poté udava vztah mezi poctem kopii
(n) a zmenSenim (z):

dlmsobépodobnostni = 10gzn

Napftiklad dvojndsobné zmensenou krychli je moZno umistit do ptivodni krychle osmkrit, jeji
sobépodobnostni dimenze je tedy log,8 = 3.

Jednoduché geometrické objekty maji sobépodobnostni dimenzi rovnou topologické dimenzi.
U fraktélu je tomu jinak, jejich sobépodobnostni dimenze se od topologické lisi a vétsinou ji
ani nelze zapsat celym ¢islem. Cim vétsi je rozdil mezi topologickou a sobépodobnostni

vV,

Pomoci zmenSovani a zkoumdni, kolikrat je moZno zmenSeninu umistit do ptivodniho fraktalu
jsme urcili, Ze sobépodobnostni dimenze Kantorovy mnoziny je log;2 = 0,631, Sierpinského
trojuhelniku je log,3 = 1,585 a u Kochovy vlocky logs4 = 1,621.

6 Chaotické systémy

Chaotické systémy jsou takové systémy, které jsou velmi citlivé na vstupni parametry a za
jistych okolnosti je jejich chovéni prakticky ndhodné (chaotické), a to i pfesto, Ze se v jejich
predpisu nevyskytuji Zadné ndhodné funkce nebo hodnoty.
Jednoduchym piikladem chaotického systému je logistickd funkce, jeZ pomoci ¢iselné fady
popisuje vyvoj populace v zdvislosti na ¢ase. Jeji podoba je celkem jednoducha:

Xn+1 = IXp(1 - Xp)
Hodnota x uddva stav populace vrozmezi 0 az 1, kdy O znamend tuplné vyhynuti a 1
maximdlni pocet jedinci. Prvni ¢len soucinu zajiStuje rist populace (mnoZeni), druhy
zajistuje zmenSovani populace (vymirdni v disledku pfemnoZeni). Konstanta r hraje ve
vyvoji velkou roli, jedné se o tzv. mnoZivost, tj. miru, jak rychle se populace rozmnoZuje.
Pti hodnotdch mnozivosti pod 1 populace vymie (x klesne na nulu), v rozmezi od 1 do 2 se
jeji stav rychle ustdli, v rozmezi od 2 do 3 se po mnoha vykyvech opét ustdli, v rozmezi od 3




do 3,57 stav populace pravidelné kolisa a to s periodou, kterd se se zvySovanim mnoZivosti
zdvojnasobuje.

Nakonec pii hodnotach nad 3 se stav populace ndhodné méni. V téchto piipadech se
chaoti¢nost projevi tak, Ze i pfi malé zméné pocatecni populace (xp) se kolisani populace
velmi zméni.

7 Zavér
Fraktdly a fraktdlni geometrie je zajimavou oblasti matematiky s rozsdahlym uplatnénim,

predevSim v generovani textur, po¢itacovém uméni, analyze chaotickych systému (napiiklad
numerické modely vyvoje pocasi) nebo komprimovani obrazki jejich pfevedenim na IFS.
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