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Abstrakt:

Urcili jsme rozdil v pfesnosti feSeni rovnic popisujicich chovani Foucaultova kyvadla. Prvni typ
feSeni vyuziva aproximovanych pohybovych rovnic, které se uzivaji k feseni v kvadraturach. Druhy
typ vyuziva numerického feSeni pohybovych rovnic. Dokézali jsme, ze prvni feSeni je pouZitelné
pro naprostou vétSinu kyvadel pouzivanych na Zemi a odchylka od numerického, ptesnéjSiho feSeni
neni vyznamna.

1 Foucaultovo kyvadlo

Nejdiive je nutné osvétlit pojem Coriolisova sila - je to neprava sila ,,pisobici v rotujici
neinercidlni vztazné soustavé na télesa pohybujici se kolmo k ose rotace. K demonstraci této sily
slouzi zatizeni zvané Foucaultovo kyvadlo. Béhem jeho pohybu na néj pisobi diky rotaci Zemé
velmi mal4 (Coriolisova) sila. To zpisobi postupné staceni roviny kyvu, které je vSak mozné po
del$im ¢asovém intervalu pozorovat i pouhym okem.

Pohybova rovnice Foucaultova kyvadla
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Tyto rovnice plné popisuji pohyb kyvadla v tthovém poli Zemé¢ (viz [1], strana 632). Parametr A je
vazebny parametr zajiStujici vazebnou silu, kterou na zavazi kyvadla pusobi jeho zavés. Dale
musime splnit podminku
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ktera vyjadiuje, ze se zdvazi pohybuje pouze po kulové plose. V algebraickém feSeni jsou né¢kolika
podminkami odvozeny rovnice, ze kterych je moZzné vypocitat jednotlivé ¢leny. V tomto feSeni se
pro zjednoduseni nakonec zanedbaji nékteré veli€iny, aby bylo mozné soustavu algebraicky fesit.
Vyjde pomérné¢ jednoduchd soustava dvou diferencidlnich rovnic o dvou neznamych funkcich, ktera
je tesitelna v kvadraturach (viz [1], strana 633):
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Dnes vSak jiz mame moznost pii feSeni diferencidlnich rovnic pouzit vykonné pocitace. Je tedy
mozné fesit rovnice v pivodnim neaproximovaném tvaru, a¢ pouze numerickym vypoctem. Tento
vypocet je vSak natolik pfesny, Ze mozna chyba je naprosto zanedbatelnd a prakticky nezjistitelna.
Pro numerické feSeni vyjdeme z plivodni soustavy pohybovych rovnic. Prvni krok spocéivd ve
vylouceni parametru A z rovnic (1), (2) a (3). Provedeme to odectenim x-nasobku rovnice (2) od y-
nasobku rovnice (1) a odectenim x-nasobku rovnice (3) od (z-1)-nasobku rovnice 1. Ziskame tak 2
diferencialni rovnice o tfech neznamych:
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Z podminky (4) Ize odvodit zavislost soufadnice zna x a y:
z(x,y)=—NP=x"—y*+I 9)

Znaménko minus pfed odmocninou je nutné uvést, aby byla splnéna podminka z(0,0) = 0. Takto
ziskanou zavislost dosadime za z vystupujicim v rovnicich (7), (8). Vyslednd soustava rovnic je
velmi slozita, pravdépodobné neni algebraicky fesitelna, nebudeme ji zde uvadét, vyjdeme z ni vSak
pii numerickém feSeni v pocitaCovém systému Maple 9.

2 Vysledky vypocti

K numerické aproximaci byla pouzita Runge-Kutteova metoda. Vystupem programu Maple byly
aproximované funkce soufadnic x(t) a y(t). Na obrazku je mozné vidét prabch téchto funkci v
zavislosti na ¢ase. Amplituda x-ové soufadnice s ¢asem klesa, amplituda y-nové soufadnice roste. Z
Z toho mtzeme usoudit, Ze se rovina kyvu postupné staci. Dalsi obrazek zobrazuje stejny proces,
ovSem v daleko vétsim ¢asovém intervalu. Ve chvili, kdy je kyvani v x-ovém sméru maximalni, kyv
probihd rovnobézné s osou x a vychylka ve sméru osy y je nulova. Obdobn¢, pokud je kyvani ve
sméru osy y maximalni, je vychylka ve sméru osy x nulova.
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3 Foucaultovo kyvadlo v soustavé souradnic spojené se Zemi

Pro numerickou aproximaci pouzijeme hodnoty 1 = 100 m, g = 9.81 m/s®, y = 45°, © =
2*m/(60*60*24) = 7,272 * 107 s™', pocate¢ni vychylka ve sméru osy x je 1 m. Na obrazku vidime
zéavislost x a y na Case.
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Vznikla chyba p¥i pouziti aproximace

Nasledujici obrazky zobrazuji vzdalenost mezi koncem ,,algebraicky zjednoduSeného kyvadla® a
,presného kyvadla“ v zavislosti na ¢ase na Zemi. Je dana vzorcem:

\/(xl(t)—xz(t))2+(y1(t)—y2(t))2

Kazda ,,perioda maxim* vyjadfuje zpozdéni piiblizného feSeni vii¢i piesnému o dobu jedné periody
(rozdil doby kyvu zde tvoii hlavni ¢ast rozdilu vzdalenosti).
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Z obrazkt vidime, ze maximalni vzdalenost kyvadel se méni linedrné.



Nyni zkusime zkratit délku kyvadla na 10m. Vzdalenost mezi konci kyvadel vyjadiuje obrazek:
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Kdyz se vSak podivame na dlouhodoby pribéh x-ovych a y-novych soutadnic, zjistime, ze
nedochézi k zddnému znatelnému posunu (obrazky zobrazuji interval 10 000 s):

K vyraznému posunu dojde, pokud razantné¢ zménime podminky — délka kyvadla zmenSime na
pouhé 1,3m, pocateéni vychylku nechdme na 1m, uhlovou rychlost Zemé¢ zvedneme ftadoveé
stondsobng. Na nasledujicich obrdzcich je jasné patrny posun (obrazky jsou ve stejném meéftitku, v
obou je zaznamenan ¢asovy interval 1000 s).
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Shrnuti

Numerickym fesenim jsme ovéfili, ze v béznych podminkdch na povrchu Zemé je aproximovana
metoda dostatecné piesnd. V ,.extrémnich® podminkédch v rychle se otacejicich soustavach a pfi
pohybech, kde neni mozZné zanedbat fakt, Ze se zéavazi kyvadla pohybuje po kruznici, jiz
aproximace neni vhodna.
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