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Abstrakt
Nase prace se zabyva matematickym vyjadienim chovani mélké vody. Nasim cilem bylo
vytvorit simulaci chovani mélké vody za riznych pocate¢nich podminek. K simulaci téchto jevi jsme
pouzili program MATLAB. Podafilo se nam zjistit, co ndsleduje po protrzeni hraze, co se stane, kdyz
se srazi vilny jdouci proti sob€ nebo jak se chova vlna pohybujici se urcitou rychlosti.

1 Uvod

Nasim ukolem bylo simulovat chovani mélké vody za riznych pocéatecnich podminek. Pokusili jsme
se simulovat situaci po protrzeni prehrady nebo srazky proti sobé jdoucich vin.

2 Matematika vin

Zakladnim nastrojem pro popisovani spojit¢ho d&je ve fyzice je differencidlni pocet, ktery nasli
nezavisle na sobe Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Liebnitz. Je to metoda, jejiz pomoci mizeme
rozd¢lit takovy dé€j na nekonecné malé iseky a s nimi pracovat.
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Na obrazku vidime funkci f a jeji secnu t, prochazejici body A a B. Pokud by jsme bod B po kiivce
fce f pfiblizovali k bodu A a tim zmenSovali intervaly dx a dy, pfimka t by se stdle vic bliZila tecné
fce f v bod¢ A, a tudiz thel, ktery svird piimka t s osou x by se stale vice blizil okamzitému sklonu

teény fce f v tomto bodé A. Pokud polozime Ax—( a spo¢itime limitu lim f(X+AZ()){—f(XJ ,
Ax—0

ziskame funkcni zavislost okamzitého thlu ktery svira tecna grafu fce f v bod€ x na x. Tato limita se

df | x|
dx

oznacuje jako a tento postup jako derivace fce f. Derivace maji krom¢ urceni smérnice

ktivky velky vyznam ve fyzice, napf. okamzitd rychlost je definovana jako Vzﬁ kde ds je

dt

: dv
nekonecné¢ mald zména drahy a dt je nek. mala zména Casu. Obdobné pro zrychleni plati a=—-

dt



apod.

Mnohem cast¢jsi z pohledu redlného svéta jsou ovsem funkce s vice proménymi nez s jednou, tieba
se dvéma. MlZeme mit napf. fci u(x,t). Grafem takové fce je néjaka plocha a proto kdyz zjistujeme
smérnici této fce musime vzdy fict ve sméru jaké osy smérnici urcujeme. Jako prirovnani lze uvést
piiklad horského tiboci, kde sklon kopce zalezi na sméru, kterym se vydame. Proto mtiizeme derivovat
derivovat fci u podle x nebo podle t a druhd proménna je konstanta. napi.u fce u= xt , derivace podle

ou ou .
X: a—X:l” a podle t: E:X udavaji vzdy sklon fce ve sméru osy x a ve sméru osy t. Témto

derivacim se fika parcialni derivace a rovnicim, které je obsahuji parcialni differencidlni rovnice. A
protoze témito rovnicemi se fidi pohyb vody, diive nez pfikro¢ime k vlastnimu tématu tohoto ¢lanku,
podivame se jesté na tyto rovnice.

y . ou  _ou .
Parcialni diff. rovnici je napf. rovnice E +a——=0 kde a je parametr. Je ddlezité si uvédomit, Ze
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kdyz v obycejnych rovnicich hleddme konkrétni hodnotu nezndmé a v obyc. differencialnich
rovnicich (ty obsahuji pouze jednu derivaci) hledame funkci jedné proménné , u parc. diff. rovnic
hledame funkci dvou proménnych. Proto pro feSeni takové rovnice musime jeSté znat pocCatecni
podminky, tzn. napt. tvar fce u(x,t) v ¢ase t = 0. Tato rovnice konkrétné se nazyva advekéni rovnice a
popisuje Sifeni viny v daném prostiedi. Rychlost toho, jak se vrchol této fce u(x,t) putuje v Case
(podél Casové osy) udava parametr a. U této fce vSechny body putuji stejnou “rychlosti” a, a tudiz
vlna zachovava svij tvar.

x

Pro modelovéni tohoto déje na pocitaci musime zavést néjaké schéma, podle kterého bude pocitac
vykreslovat pohyb viny. Je vyhodné Ze u této rovnice zname i analytické feSeni (coz se neda fict o
vetSing parc. diff. rovnicich) a tudiz mizeme kontrolovat pfesnost tohoto numerického feSeni podle
daného schématu.

Na ose x uréime interval -b aZ b a tento interval rozdélime na N dilki (co nejvétsi N) . Casovou osu t
rozdélime také na dilky. Dilky na ose x budou pojmenovany jako i, i+1, i+2 .... dilky Casu jako n,

ntl, nt+2 ...
un+1_un
Dol 1 kde u]"' je hodnota fce u(x,t) v misté i a v Case n+1 ( plati
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nekone¢n€ malé. Nyni se dostavame k samotné metodé vypoctu. Zavedeme si fci U, , pro kterou plati
u(x,0)= U, (x)
Jesté potfebujeme fei x(1)=(-b+ Ax (i-1)) tudiz: U, (x) = U, (-b+ Ax (i-1)) = u?

Nyni aproximace dosadime do rovnice:
n+1 n n n
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Analogicky muzeme psat aproximace jsou zde proto, Zze Ax a At nejsou
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u=u;-a —AX w1 U pokud nyni v této rovnici dosadime n=0 dostaneme:
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u,=u; —a—\u, ,—U;| a U; zname, to je totiz naSe funkce v Case 0. Pomoci ni uvedenym
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postupem vyjadiime funkci u(x) v ¢ase n=1 a z té zase fci u(x) v case n=2 atd. To je samoziejme
nesmirn¢ zdlouhavy vypocet, ovSem to pocitaci necini problém. Tomuto schématu se fika differen¢ni
schéma. Je nutné dodat ze timto postupem neziskdme vlastné ptesnou fci u(x) v Case n, ale mnozinu
¢isel kde k ¢islu u je ptifazeno Cislo x v ¢ase n, a téchto ¢iselnych udaji je na kazdém casovém useku
N. Takeé toto numerické feSeni je pouze piiblizné.

Slozitéjsi uz je tzn. burgersova rovnice g—? +U 2—;;—0 kde rychlost pohybu vilny je dana v kazdém

okamziku vyskou viny a tudiz horni ¢ast se pohybuje rychleji nez spodek a tudiz vina méni sviij tvar.
Diuslekem je vznik. tzv rdzové viny, kterou miizeme pozorovat napt. kdyz letadlo prekonava rychlost
zvuku. Vlna vypada asi takto:

Pokud chceme u takové rovnice sestavovat differencni schéma, je vyhodné zavést fci f(u) tak aby se

dalo psat — ou af( )—()
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Je nutné dodat, Ze pokud je rychlost a (u) kladnd, musime pouzit v diff. schématu derivaci zleva, tzn.
fx)-fx—Ax]|
Ax

Potom v daném differencnim schématu nahradime cleny v zdvorce a pouZzijeme derivaci zleva,
protoze rychlost u je ziejme kladnd. také u advekeni rovnice platilo, ze a < 0.

pokud je rychlost zaporna, pouzijeme derivaci zprava (viz def. na zac¢atku ¢lanku).

ul —lI _a— [i-1]

f n—f! ) vypocet, jelikoz zname konkrétni fci f(u) bude ovSem stejny.

Po dlouhem uvodu se nyni dostavame ke konkrétnim rovnicim pro proudéni vody. Ta je popsana 4-

mi veli¢inami rychlost v, Cas t, drdha x a vySka hladiny h. Plati 8_h+8(ahv)
X
o| hv? +1—gb2 o ,
8(hv)+ 2 0 kde g je tihové zrychleni.
ot 0X

Kdyz vytvatime differenéni schéma u téchto rovnic, pro modelovani vody, nahradime si:
h= U, a hv= U, nyni miiZeme rovnice piepsat do tvaru:
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8(112) 8F(u1, uz)

Zavedeme fci F( U, U, ) a dosadime: + =0
ot 0X
Differencni schémata budou nyni vypadat takto:
n+1 41 _E _ n+1 n At n n
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Opét, pokud chceme pocitat konkrétni ¢isla musime znat pocatecni fce Uy (x) v Caset=0
a Uy (x) vcaset=0.

toto schéma které jsem zde pouzil je jen pro specifické ptipady. Obecné pouzivame a kombinujeme
nekolik druhti schémat, jak kvili presnosti, tak kviali stabilit¢ vypoctu, aby nenartstala chyba.
Nicméné zplisob dosazovani do téchto schémat je velmi podobny. Jako piiklady uvedu Lax-
Friedrichovo schéma pro advekcni rovnici, které je stabilni pro kladnou 1 zépornou rychlost:

n+1 1 n n
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Tyto schémata jsme pouzili pro modelovani pohybu mélké vody, které se da provést napi. v
programu Matlab.

Obrazky ze simulace protrZeni ptrehrady. 1. obrazek predstavuje prehradu, 2. pak situaci nékolik
sekund po protrzeni kdy se veptedu vytvori razova vilna a za ni vlna ziedéni.
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3 Shrnuti

K feseni naSeho problému jsme museli pouzit parcidlni diferencidlni rovnice a s tim spojenou
parcialni derivaci(tzn. derivaci funkce s vice proménnymi). Vyuzili jsme programu MATLAB pro
snadné grafické znazornéni problému a jeho feSeni. Podatilo se nam uspésné odvodit differencni
schémata pro tyto parc. diff. rovnice a simulovat rdzové viny, zajimavym piipadem byla situace po
»protrzeni* hraze, kdy se hladina vyrovnavala velmi rychle a vznikla razova vlna.
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