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Abstrakt

Aby mohl byt dynamicky systém oznacen za chaoticky, je nutné aby spliioval
ur¢ité podminky. Jednou z nich je velka citlivost na pocateéni podminky. Priklady
takovych systému mohou byt dvojité kyvadlo, billiard, populaéni vyvoj biologickych
systému, apod.

Tyto systémy se zobrazuji za pomoci Poincareho map a bifurka¢nich diagram,
které nam poskytuji dobrou piedstavu o chovani téchto systému.

1 Uvod

Jesté na pocatku 18. stoleti si lidé mysleli, Ze za pomoci klasické Euklidovské geometrie
a Newtonovych zakontu jsou schopni popsat chovani jakéhokoliv dynamického systému a
na zakladé poc¢atecnich podminek presné predikovat budouci stav tohoto systému. Teprve
na konci 18. a zacatku 19. stoleti zacali predni matematici tuto prolematiku zkoumat.
Zjistilo se, ze nékteré systémy jsou extrémé zavislé na pocatecnich podminkach — v tomto
smyslu se pak mluvi o efektu motylich kridel [1].

Teorie chaosu [2] popisuje chovani systému, které jsou velmi citlivé na své pocdteéni
podminky. Mala zména techto podminek vyvola velké zmény v budoucim chovani systému.
Tyto zmény mohou byt tak malé, Ze je nejsme schopni rozlisit zddnou zndmou metodou.
Tento systém pak oznacujeme jako chaoticky.

2 Zakladni pojmy

2.1 Fazovy prostor

Jako fazovy prostor se ve fyzice nazyva prostor proménnych ¢* (tedy zobecnénych soufadnic)
a p' (tedy zobecnénych hybnosti). Je-li dimenze konfiguraéntho prostoru n, pak dimenze
fazového prostoru je 2n.

Body fazového prostoru se pouzivaji k reprezentaci stavu soustavy hmotnych bodu v
kazdém casovém okamziku. Tyto body se pak oznacuji jako fazové body. Zména stavu,
tedy vyvoj soustavy, je pak predstavovana pohybem reprezentativniho bodu ve fazovém
prostoru. Krivka, po které se reprezentativni bod ve fazovém prostoru pohybuje, se
oznacuje jako fazova trajektorie.



2.2 Poincarého mapy

Abychom byli schopni predstavit si fazovy prostor, ktery je ¢asto 4 a vice dimenzionélni,
je nutné najit néjaky zpusob jak jej prevést do dvou-dimenzionalni roviny. 2D prostor
si jiz muzeme predstavit jednoduseji, a proto se k zobrazeni tohoto prostoru pouzivaji
Poincarého mapy.

Pokud problém zjednodu$ime, muzeme si tyto mapy predstavit jako fez fazovym pro-
storem, pricemz jedna ¢i vice proménych systému je konstantni.

2.3 Atraktor

P11 popisu dynamickych systému se ¢asto setkavame s pojmem atraktor (anglicky attrac-
tor). Atraktor dynamického systému je mnozina stavi, do kterych systém konverguje, tzn.
jednd se o mnozinu hodnot, ve kterych se systém ocitne po urcité dobeé.

2.4 Bifurkace

Jestlize u sledovaného systému dochazi k velkym
zménam vnitintho stavu pii nepatrnych zménéch
vstupnich parametru, znacime tento jev bifurkace (roz-
dvojent, rozvétveni). U vétsiny systému k tomuto jevu
za normalnich okolnosti nedochazi. Existuji vsak i
systémy, které dosahnou bifurkace pti dosazeni urcitych
kritickych hodnot. Jedna se naptiklad o turbulentni
chovani kapaliny pii dosazeni urcité rychlosti proudéni.

Ackoliv bifurkace souvisi s chaosem, nejedna se
o zameénitelné terminy. Chaoticky stav systému totiz
nastava az v pripadé mnozstvi na sebe navazujicich bi-
furkaci.

Tento jev studujeme pomoci bifurkacnich diagramai,
kde na osu z vynasime vstupni parametry a na osu y pak vSechny vnitini stavy, kterych
muze systém nabyvat.

Obrazek 1: Bifurkaéni diagram

3 Priklady chaotickych systému

3.1 Populac¢ni vyvoj biologickych systémi

Jestlize studujeme populaéni vyvoj druhu v uzavieném systému (napt. kraliéci na ostrove)
zjistime, Ze ne vzdy muzeme presné predpovédét budouci vyvoj populace. Tento systém se
za jitych okolnosti totiz chové chaoticky. Tento dynamicky systém (dynamicky znamena,
ze se méni v Case) je nelinedrnf a ¢asto se muzeme setkat s oznac¢enim Verhulstiv proces.
Rovnice, pomoci které mizeme tento systém vysetfovat je:

Tp1 = Gr * Ty - (1 _xn)

kde:
x, je pocet jedincu v dané n-té generaci a
G, je koeficient promeénlivosti (rychlost mnozen).



Jestlize budeme studovat, pii jakych hodnotach G, je narust populace stabilni a kdy

konverguje k chaosu, piijdeme na nasledujici hodnoty:

‘ G, ‘ Hodnota ‘
od 0do1 Populace organismu vymfe
od 1do 3 Prirustek populace je stabilni
od 3 do 3,5 Systém zacind bifurkovat do vice feseni
od 3,56 do 4 | Prirtstek je chaoticky, nelze predpovédét budouci stav
od 4 Populace organismu vymre
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Obrézek 2: Bifurkaéni diagram populaéniho vyvoje. G, = 3.9

3.2 Chaotické kyvadlo

Pomoci raznych usporddani kyvadel (pruzin atd.) lze v praxi
pomérné snadno ukdzat chaotické chovani. My jsme pouzili
soustavu dvou pruzin vedenych ptes kladku, ktera slouzi jako
kyvadlo. Do systému je dodavana energie pomoci motorku
s excentrem (prevadi rotacni pohyb na linedrni). Systém je
zéroven tlumen jednak tfenim, jednak magnetem (vyvolava v
masivnim setrvacniku vitivé proudy, které slouzi jako brzda)
Vhodnou kombinaci napéti pruzin, umisténi zavazi na se-
trvacniku, nastaveni pohonu a brzdéni lze systém navést do
chaotického stavu — setrvacnik rotuje chaoticky, zastavuje v
ruznych bodech a jeho dalsi chovani je neptedvidatelné.
Problémem je citlivost na vstupni podminky a stabilita

Obrazek 3: Fézovy prostor a
Poincarého mapa kyvadla

nastaveni, systém ochotné prechézi do stabilniho stavu s vlastnostmi klasického kyvadla.



3.3 Elektronicky generator chaosu

Jedna se o elektronicky RLC obvod, ktery se chova jako oscilator. V obvodu je zafazen
nelinearni ¢len, plnici funkci zpétné vazby. Pomoci proménného rezistoru muzeme meénit
parametry obvodu a prechazet od stabilniho stavu k chaosu.

Obrazek 4: Graf fazového prostoru elektronického oscildtoru ve stavu chaosu

4 Shrnuti

I ptesto, ze véda zabivajici se chaosem se stdle vyviji, jsou vyse uvedené informace jen
velmi struénym nahlédnutim do tohoto védniho oboru. S chaosem se kazdy z nas setkava
denné, aniz by si to uvédomoval. S rozvojem lidského poznani je diilezité se timto oborem
déale zabyvat, protoze je nedilnou soucasti mnoha védnich disciplin (napf. astrofyzika,
turbulence kapalin, studium chovani plazmatu, atd...).

My jsme se zabyvali matematickym modelovanim chaotickych systému, v praxi jsme
vyzkouseli elektronicky generdtor chaosu a chaotické kyvadlo — vysledky méfeni jsme
graficky znazornili pomoci fazového prostoru a Poincareho map.
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