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Abstrakt

Aby mohl být dynamický systém označen za chaotický, je nutné aby splňoval
určité podmı́nky. Jednou z nich je velká citlivost na počátečńı podmı́nky. Př́ıklady
takových systému mohou být dvojité kyvadlo, billiard, populačńı vývoj biologických
systémů, apod.

Tyto systémy se zobrazuj́ı za pomoci Poincareho map a bifurkačńıch diagramů,
které nám poskytuj́ı dobrou představu o chováńı těchto systémů.

1 Úvod

Ještě na počátku 18. stolet́ı si lidé mysleli, že za pomoci klasické Euklidovské geometrie
a Newtonových zákon̊u jsou schopni popsat chováńı jakéhokoliv dynamického systému a
na základě počátečńıch podmı́nek přesně predikovat budoućı stav tohoto systému. Teprve
na konci 18. a začátku 19. stolet́ı začali předńı matematici tuto prolematiku zkoumat.
Zjistilo se, že některé systémy jsou extrémě závislé na počátečńıch podmı́nkách – v tomto
smyslu se pak mluv́ı o efektu motýĺıch kř́ıdel [1].

Teorie chaosu [2] popisuje chováńı systémů, které jsou velmi citlivé na své počátečńı
podmı́nky. Malá změna techto podmı́nek vyvolá velké změny v budoućım chováńı systému.
Tyto změny mohou být tak malé, že je nejsme schopni rozlǐsit žádnou známou metodou.
Tento systém pak označujeme jako chaotický.

2 Základńı pojmy

2.1 Fázový prostor

Jako fázový prostor se ve fyzice nazývá prostor proměnných qi (tedy zobecněných souřadnic)
a pi (tedy zobecněných hybnost́ı). Je-li dimenze konfiguračńıho prostoru n, pak dimenze
fázového prostoru je 2n.

Body fázového prostoru se použ́ıvaj́ı k reprezentaci stav̊u soustavy hmotných bod̊u v
každém časovém okamžiku. Tyto body se pak označuj́ı jako fázové body. Změna stavu,
tedy vývoj soustavy, je pak představována pohybem reprezentativńıho bodu ve fázovém
prostoru. Křivka, po které se reprezentativńı bod ve fázovém prostoru pohybuje, se
označuje jako fázová trajektorie.



2.2 Poincarého mapy

Abychom byli schopni představit si fázový prostor, který je často 4 a v́ıce dimenzionálńı,
je nutné naj́ıt nějaký zp̊usob jak jej převést do dvou-dimenzionálńı roviny. 2D prostor
si již můžeme představit jednodušeji, a proto se k zobrazeńı tohoto prostoru použ́ıvaj́ı
Poincarého mapy.

Pokud problém zjednoduš́ıme, můžeme si tyto mapy představit jako řez fázovým pro-
storem, přičemž jedna či v́ıce proměných systému je konstantńı.

2.3 Atraktor

Při popisu dynamických systémů se často setkáváme s pojmem atraktor (anglicky attrac-
tor). Atraktor dynamického systému je množina stav̊u, do kterých systém konverguje, tzn.
jedná se o množinu hodnot, ve kterých se systém ocitne po určité době.

2.4 Bifurkace

Obrázek 1: Bifurkačńı diagram

Jestliže u sledovaného systému docháźı k velkým
změnám vnitřńıho stavu při nepatrných změnách
vstupńıch parametr̊u, znač́ıme tento jev bifurkace (roz-
dvojeńı, rozvětveńı). U většiny systémů k tomuto jevu
za normálńıch okolnost́ı nedocháźı. Existuj́ı však i
systémy, které dosáhnou bifurkace při dosažeńı určitých
kritických hodnot. Jedná se např́ıklad o turbulentńı
chováńı kapaliny při dosažeńı určité rychlosti prouděńı.

Ačkoliv bifurkace souviśı s chaosem, nejedná se
o zaměnitelné termı́ny. Chaotický stav systému totiž
nastává až v př́ıpadě množstv́ı na sebe navazuj́ıćıch bi-
furkaćı.

Tento jev studujeme pomoćı bifurkačńıch diagram̊u,
kde na osu x vynáš́ıme vstupńı parametry a na osu y pak všechny vnitřńı stavy, kterých
může systém nabývat.

3 Př́ıklady chaotických systémů

3.1 Populačńı vývoj biologických systémů

Jestliže studujeme populačńı vývoj druhu v uzavřeném systému (např. kráĺıčci na ostrově)
zjist́ıme, že ne vždy můžeme přesně předpovědět budoućı vývoj populace. Tento systém se
za jitých okolnost́ı totiž chová chaoticky. Tento dynamický systém (dynamický znamená,
že se měńı v čase) je nelineárńı a často se můžeme setkat s označeńım Verhulst̊uv proces.
Rovnice, pomoćı které můžeme tento systém vyšetřovat je:

xn+1 = Gr · xn · (1 − xn)

kde:
xn je počet jedinc̊u v dané n-té generaci a
Gr je koeficient proměnlivosti (rychlost množeńı).



Jestliže budeme studovat, při jakých hodnotách Gr je nár̊ust populace stabilńı a kdy
konverguje k chaosu, přijdeme na následuj́ıćı hodnoty:

Gr Hodnota

od 0 do 1 Populace organismů vymře
od 1 do 3 Př́ır̊ustek populace je stabilńı

od 3 do 3,5 Systém zač́ıná bifurkovat do v́ıce řešeńı
od 3,56 do 4 Př́ır̊ustek je chaotický, nelze předpovědět budoućı stav

od 4 Populace organismů vymře

Obrázek 2: Bifurkačńı diagram populačńıho vývoje. Gr = 3.9

3.2 Chaotické kyvadlo

Obrázek 3: Fázový prostor a
Poincarého mapa kyvadla

Pomoćı r̊uzných uspořádáńı kyvadel (pružin atd.) lze v praxi
poměrně snadno ukázat chaotické chováńı. My jsme použili
soustavu dvou pružin vedených přes kladku, která slouž́ı jako
kyvadlo. Do systému je dodávána energie pomoćı motorku
s excentrem (převád́ı rotačńı pohyb na lineárńı). Systém je
zároveň tlumen jednak třeńım, jednak magnetem (vyvolává v
masivńım setrvačńıku v́ı̌rivé proudy, které slouž́ı jako brzda)
Vhodnou kombinaćı napět́ı pružin, umı́stěńı závaž́ı na se-
trvačńıku, nastaveńı pohonu a bržděńı lze systém navést do
chaotického stavu – setrvačńık rotuje chaoticky, zastavuje v
r̊uzných bodech a jeho daľśı chováńı je nepředv́ıdatelné.

Problémem je citlivost na vstupńı podmı́nky a stabilita
nastaveńı, systém ochotně přecháźı do stabilńıho stavu s vlastnostmi klasického kyvadla.



3.3 Elektronický generátor chaosu

Jedná se o elektronický RLC obvod, který se chová jako oscilátor. V obvodu je zařazen
nelineárńı člen, plńıćı funkci zpětné vazby. Pomoćı proměnného rezistoru můžeme měnit
parametry obvodu a přecházet od stabilńıho stavu k chaosu.

Obrázek 4: Graf fázového prostoru elektronického oscilátoru ve stavu chaosu

4 Shrnut́ı

I přesto, že věda zab́ıvaj́ıćı se chaosem se stále vyv́ıj́ı, jsou výše uvedené informace jen
velmi stručným nahlédnut́ım do tohoto vědńıho oboru. S chaosem se každý z nás setkává
denně, aniž by si to uvědomoval. S rozvojem lidského poznáńı je d̊uležité se t́ımto oborem
dále zabývat, protože je ned́ılnou součást́ı mnoha vědńıch discipĺın (např. astrofyzika,
turbulence kapalin, studium chováńı plazmatu, atd...).

My jsme se zabývali matematickým modelováńım chaotických systémů, v praxi jsme
vyzkoušeli elektronický generátor chaosu a chaotické kyvadlo – výsledky měřeńı jsme
graficky znázornili pomoćı fázového prostoru a Poincareho map.
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