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Abstrakt:
Préace se vénuje fraktalnim mnozinam a to jak jejich definici a vypoctu fraktalni
dimenze, tak jejich zobrazeni na pocitaci.

1 Uvod

Fraktal se dd nejjednoduseji definovat
jako nekonecné Clenity utvar, jehoz
zékladni vlastnosti je sobépodobnost, tzn.
ze objekt vypadd stejné, at' se na n¢j
divame v jakémkoliv zvétSeni.

Fraktdlni geometrie slouzi k chapani
slozitosti nekterych struktur a k pochopeni
nékterych jeva v pfirode€ jako je napt. délka
meandru feky, kterd je zavisla na méfitku,
které pouzivame, s presnéjSim métitkem se
jeho délka zvySuje.

Ptesna definice fraktdlni mnoziny dosud
neexistuje, jako prvni ji definoval matematik B.B.Mandelbrot a to jako ,,mnozinu Cci
geometricky utvar, jehoz Hausdorffova dimenze je ostfe vétsi nez jeho dimenze topologicka.*

Abychom pochopili Mandelbrotovu definici, je tfeba tyto pojmy definovat.

2 Fraktalni geometrie

Topologicka dimenze

- je celociselna, pouziva se pro geometricky hladké objekty, tedy objekty popsatelné
Eukleidovskou geometrii. Zjednodusené¢ jde o ur¢eni poctu parametrii nutnych
k urCeni objektu.



Fraktalni dimenze

- pomoci ni se urcuje slozitost nekterych struktur. Nekonecné slozita struktura, tedy
napft. ¢lenité pobiezi, ma vetsi dimenzi nez geometricky hladky objekt, napt. kiivka,
ale jesté se nejedna o rovinu, takze ma dimenzi vyssi nez 1, ale mensi nez 2.

Vypocet fraktalni nebo také Hausdorffovy dimenze

ZjednoduSen¢ mizeme pouzit vypocet pomoci logaritmi. Vezmeme-li jakykoliv objekt,
napt. useCku, tak ji mizeme rozdélit na N casti. Tim ziskdme zmenseni 1/N. Plati, ze
vynasobenim ¢asti objektu a jeho zmenseni umocnéném dimenzi objektu dostdvame jedna.
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kde N je pocet casti objektu a D je jeho dimenze.

U fraktalt ale neplati, Ze zmenSeni je rovno N takze pocitame se zmenSenim s. Pak plati

kde sje zmenSeni objektu, N je pocet jeho ¢asti a D jeho dimenzi. Ziskavame tedy
exponencialni rovnici, ze které vyjadiime D jako

—log N

logs

Tento vypocet mizeme demonstrovat na znamém fraktalnim objektu Kochova kitivka.

Kochova krivka

Pti vytvareni Kochovy kiivky mame tsecku rozdélenou na
tretiny, kdy prostfedni tietinu nahradime rovnostrannym
trojuhelnikem. Postup neustale opakujeme.

Ziskavame tedy zmenseni 1/3 pfi Ctyfech ¢astech.

log4 . ..
D= , coZ je ptiblizné 1,26186
log3

Dalsi priklady fraktalnich mnoZin

Juliovy mnoZiny

Juliovy mnoziny jsou pojmenovany po
francouzském matematikovi Gastonu Juliovi, ktery
se zabyval chovanim funkce komplexni paraboly
y=f(x) =x?+ ¢ a to zejména o iteracni proces, tedy
y vjednom kroku je pouzito jako x pro krok
nasledujici. Dostavame tedy
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kdy z, 1 ¢ jsou komplexni €isla, z, urcuje pozici bodu v komplexni rovin¢ a ¢ je libovolna
konstanta.

Juliovy mnoziny jsou definovany jako mnoziny vSech komplexnich ¢isel z,, pro které tato
posloupnost nediverguje, tj. neblizi se nekonecnu.
Prahovy polomér divergence

Pii pocitaCovém zobrazovani Juliovych mnozin mame k dispozici pouze konecny pocet
. ’ v v ;o7 2 . . r vr r
iteraci. Pfi zjiStovani, zda posloupnost z, =z,_, + ¢ diverguje, tedy zda dané z, patii do dané

mnoziny, vyuzivame toho, ze pokud plati |c|§|z|a zéroveﬁ|z|>2, pak posloupnost
diverguje.

Dtikaz vychazi z trojahelnikové nerovnosti:

e |22 [=]z2+e | +] ]
\2 Ic| |zz+c—c|§|zz+c|+|c|tzn.|22|—|c|§|zz+c|
Jestlize tedy|z|> | ¢ | znamena to, ze i
| 22 [-]z|=] 22 +c]
Na levé stran¢ vytkneme | z | a dostavame
|2%| |22+c|2|2|(|2|-1),tedy |Z,,+1 |>| Z, (| z, [-1)
Pokud zéroveii |z |>2, tak |z |-1>1 a mizeme tedy (| z, |-1) nahradit (1+¢),

pak dostavame

(1+e)> |z,
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a pro kazdé nasledujici

Zp2> | zpm [ (1HE) 2> 2,0

Pijde-li tedy dale z,., do nekonecna, bude se (1+¢) nekonecné mocnit, tzn. mizeme urcit,
ze posloupnost diverguje, kdyz | z | presahne hodnotu 2.

Mandelbrotova mnozZina

Je také vytvofena diky iteraci funkce komplexni paraboly z, =z, +c, kde =z, ic jsou
komplexni Cisla a ¢ jiz neni ve vypoctu konstantou, ale zavisi na bodu, pro ktery pocitame
posloupnost.

Program zobrazujici Mandelbrotovu a Juliovu fraktalni mnoZinu

Vytvoftili jsme si program, ktery vychazel ze zdrojového kodu vytvoreném Ing. Petrem
Pausem. Tento zdrojovy kéd je Siten pod GNU licenci. Je psan v jazyce C++, vyuzivajici SDL
knihoven. Pivodni program zobrazoval Mandelbrotovu mnozinu. Po nasi Gpravé zobrazuje
jak Mandelbrototvu tak i Juliovy mnoziny.

Pti spusténi programu se v konzoli dostanete do hlavni nabidky, ve které si miizete zvolit
nastaveni barev nebo zobrazeni mnozin (fraktali). Menu vybér barev; zde si mizete vybrat
odstiny Sedivé, zelené, modré a Cervené. Po zvoleni barev, jste presunuti opét do hlavni
nabidky. Pfi zadani jedné z mnozin si miiZzete vybrat jednu z deviti moZznosti. Moznosti jsou
od ptivodni mnozZiny az po rizn¢€ pozménéné; napiiklad pomoci funkce sinus nebo cosinus.



Déle jsme ptvodni program vylep$ili o ovladdni pomoci klavesnice. Kurzorovymi
klavesami se posouvate po mnozin¢ vykreslené¢ v okné¢ 800 na 600 pixelti. Dale pomoci
numerického plus a minus lze pfiblizovat nebo oddalovat obraz téméf do nekonecna, to je
omezeno poctem iteraci.

/ /MANDELBROTOVA MNOZINA
int mandelbrot (double cx, double cy,int maxiter)
{

double zx=0,zy=0,2zx2,2zy2;

int iter=0u

do {
ZX2=ZX*ZX;
Zy2=2y*7Yy;
zy=2.0*zx*zy+cCy;
if (a == 0) zx=zx2-zy2+cCcx;
if (a == 2) zx=cos(zx2-zy2+cx) ;
if (a == 3) zx=log(zx2-zy2+cx);
if (a == 4) zx=sqrt(zx2-zy2+cx);
iter++;

} while (iter<maxiter && (zx2+zy2)<4.0);
return iter;

¢ast zdrojového kodu zobrazujici ¢ast, kterd pocita mandelbrotovu mnozinu

Algoritmus

Hlavni ¢ast algoritmu je v cyklu do-while. Programovaci jazyk nepodporuje vypocty s
komplexnimi €isly, proto je nutné vypocet rozepsat.

Zn+1:(Zn_i)2+c
Zx+zy-i=(zx+zy-i)z+Cx+cy-i

._ 2 ) .
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Z toho vyplyva:

2 2
Zx:Zx—Zy-f-Cx
zy—22x2y+cy

3 Shrnuti

Fraktalni geometrie je samostatna védni disciplina, kterd je intenzivné rozvijena zhruba od
60.1et 20.stoleti. Za jejiho objevitele je povazovan polsky védec Benoit B. Mandelbrot.

Pravdépodobné nejvetsi uplatnéni mé dnes fraktalni geometrie a fraktaly v pocitacové
grafice. Fraktaly lze v pocitacové grafice vyuzit napiiklad ke generovani pfirodnich utvart
jako jsou stromy, rostliny, hory, mraky, kameny atd. V této oblasti neexistuje lepsi zpusob,
ktery by daval vérohodnéjsi vysledky.

V praci jsme se zaméfili na vypocet prahového poloméru divergence a fraktalni dimenze.
Tento vypocet je sice hodné zjednodusen, ale ¢as i formalni stranka prace uz nam neumoznily
se rozepsat. Dale jsme se naucili zaklady fraktalnich mnozin a vytvofili jsme program na
jejich zobrazovani, na kterém bychom chtéli i dale pracovat.
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