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Abstrakt:

Jist¢ jste se setkali s problémy ve fyzice, kdy jste nasli feSeni fyzikalniho problému
v podobé¢ slozité diferencidlni rovnice a neuméli jste ji analyticky vyfeSit. Pravé na to byly
vyvinuty rizné numerické metody jako Eulerova, ¢i Rubte-Kuttova. Jsou zalozené na pocitani
nové polohy télesa (nebo jiné potiebné veli¢iny) z predchazejicich krokii. Je pochopitelné, Ze
pfesnost metody velmi zavisi na délce kroku. ProtoZe ¢lovék ma velmi omezenou schopnost
délat rychlé vypocty, pouziva se na tyto metody vypocetni technika. Ale ani ona nema
nekonecnou rychlost vypoctl,, a proto potfebujeme najit metodu, kterd je co nejpiesnéjsi,
zarovenl musi mit co nejmensi ¢asovou a pamétovou narocnost. V této publikaci se budeme
zaobirat pravé dvéma metodami — Eulerovou a Runge-Kuttovou — a to na relativné
jednoduchych ptikladech, které sice dokdzeme vyteSit analyticky, ale jsou velmi vhodné na
nazornou ukazku metod.

1 Uvod

Numerické modelovani fyzikalnich d&ju je velmi dulezity nastroj pro fyziky. Hlavné v moderni
fyzice se stava, ze nékteré problémy jsou analyticky nefeSitelné. Samoziejmé pro samotného
Cloveéka jsou tyto problémy nefeSitelné 1 pomoci numerickych metod. Jenze ¢lovék si pomohl
vytvofenim pocitacové techniky, ktera slozité vypocty zvladne ve velmi kratkém case. A tak
tato metoda v dnesni dobé&, kde o techniku neni nouze, slavi spéch. Pro¢ ovSem mluvime o
metodach v mnozném ¢&isle? Protoze jich existuje mnoho a jsou rozdily jak v jejich
implementaci, tak v piesnosti vysledkl. V této praci se podivame na dvé nejjednodussi metody
— Eulerovu a Runge-Kuttovu.

2 Numerické modelovani fyzikalnich déju

Stru¢na charakteristika

Pfi feSeni fyzikdlnich uloh Casto narazime na analyticky nefeSitelnou rovnici. Proto musime
pouzit numerické metody. Ty jsou zalozeny na posloupnosti krokl. Zvolime si maly interval a
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na ném predpokladame, ze plati podminky z posledniho kroku. Teda jak se sila méni s ¢asem,
tak si zvolime maly Casovy interval, na kterém pfedpokladame, Ze je tam sila konstantni.
Z toho je jasné, ze ¢im je tento interval mensi, tim je vysledek ptesné;jsi.

Eulerova metoda

Je to nejjednodussi metoda a zaroven nejméné presnd. Vychazi piimo z definice fyzikalnich
veli¢in. VyfeSme tedy piiklad:

Jaka je Casova zavislost vysky télesa pfi svislém vrhu? Na téleso plsobi stala sila F=-mg a
2

z druhého Newtonova zakona dostavame =—-g . Predpoklddejme, ze toto neumime

t2
analyticky vyjadfit. Rovnici si miZeme piepsat na dvé rovnice:
dx _
a
av, _
dt

A ted pouzijeme Eulerovu metodu:

: x\t, +h|—x(t,|C
Z definice derivace dostdvame Vx(fn,Xn) :“mth ( = IZ (")E Tedy pokud bychom
chtéli pfesné zjistit rychlost v zavislosti na ¢ase a drahy, museli bychom pouzit nekone¢né maly
casovy interval. To by vSak mélo za nasledek nekonecny pocet vypocti. Je jasné, Zze tohoto
nemizeme prakticky dosdhnout, ale musime si zvolit 2 rozumné velké. Tedy pokud
neptedpokladame, Ze / se blizi nule, dostavame:

)= x(t, +h) - x(t)
X >
hv,(t,,x,) + xt,) = x(t, + h)

n'*n

vx(t

(Protoze t,+h=t,;, mizeme takto dostat vSeobecny Eulerovy metody Y., =¥, +hf (t,,,yn) )

A Stejné pro dmhou Vyéka dosaZena télesem pfi vrhu
rovnici:
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Tayloriv rozvoj

Tayloriiv rozvoj je velmi dilezita rovnice, na které jsou zalozené obé numerické metody, které
budeme nebo jsme popisovali. Z ptedchazejiciho jsem odvodili Euelrovu metodu pomoci
zanedbani toho, Ze 4 se musi pro pfesny vypocet nevyhnutelné blizit nule. Tailoriiv rozvoj je
zpisob piepisu funkce, pokud pozndme piedchozi krok a interval mezi kroky. Jeho tvar je
nasledovny:

flx :f(xo)+f'(xo)h+""(X°’h2 W

h +
2! 3!
[ fk
A3
X=x,+h

Z tohoto vidime, Ze prvni dva €leny z rozvoje jsou Eulerova metoda. Kdybychom pouzili cely
rozvoj, dostaneme pifesnou hodnotu f(x). Jenze tento rozvoj je nekonecCny, takze bychom
pottebovali nekonecny pocet vypoctl. Opét vSak funguje princip, Ze ¢im vic €lenl z rozvoje
vybere, tim ptesnéjsi bude vysledek. Na to je zaloZena i dalsi metoda, nazvana Rubte-Kuttova,
kterd pracuje s prvnimi ¢tyfmi ¢leny Tailorova rozvoje (samoziejmé mlzu pracovat i s vice
Cleny, ale Ctyfi jsou nejpouzivané;si).

Runge-Kuttova metoda

Tato metoda je presnéjsi, nez Eulerova, ale jeji nevyhodou je zna¢na slozitost, pomémé velky
pocet vypoctlu. Jeji odvozeni uz neni tak jednoduché jako u Eulerovy metody, takze se
spokojime s tim, ze metoda byla dokézdna a odvozena a nemusime to dé€lat i my. Jeji tvar je
nasledovny pro prvni ¢tyfi €leny Tailorova rozvoje.

yn+1 — yn + g(kl + 2k2 + 2k3 + k4) » Vyska dosazend télesem pii svislém vrhu
kl :f(tn’yn) z:
k = fB + ﬁ y =+ ﬁk H : ——5 odporem vaduchu
2 |:| n 2 I n 2 1 |:| § / ——Bezodporu vzduchu
h h 7
k3 :fgn +E,yn +§k2§ ﬂUUlJ 0,62 123 ) 1,85 247 308
k, =f(t, +h,y, +hk,) s

Porovnani Eulerovy a Rubte-Kuttovy metody na harmonickém
oscilatoru

VyteSenim rovnic pro harmonicky oscilator (nebudeme rozebirat postup, jak jsem dostali graf)
d2

= —kx dostaneme graf. Na jeho vykresleni jsme pouzili podobny postup jako pii vyse

uveden}'lch ulohach, ale pouzili jsme jednak Eulerovu metodu, jednak Runge-Kuttovu metodu.
Vysledky jsme porovnali se sinusoidou, ktera je (jak je vSeobecné znamo) analytickym feSenim
pro harmonicky oscilator.



Miizeme vidét, Ze Runge-Kuttova metoda je ptesné€jsi nez Eulerova, v tomto piipad¢ ne o
tolik — Runge-Kuttova je presnéjsi ve shod¢ na x-ové ose, Eulerova se vice blizi amplitudé
sinusoidy. Kdybychom modelovali delsi casovy usek, zjistili bychom, Ze ob& dvé metody se
stale vice odchyluji od sinusoidy a tedy i realného kmitani.

Porovnani numerickych metod na vychylce harmonického oscilatoru
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3 Shrnuti

Nase vypocty ukazaly odliSnosti mezi Ruletovou a Runge-Kuttovou metodou. Soucasné jsme
zkoumali vlivy jednotlivych parametrti (pfedevsim délku kroku) na vysledek. Mzeme fict, Ze
pokud je zapotiebi numericka modelace néjakého d¢je, tak existuje Skala metod, které
poskytuji rizné presné vysledky. Pti rozhodovani, kterou metodu vyuzijeme musime brat
v potaz délku trvani zkoumaného jevu, tcel modelu a tedy jeho pfesnost a samoziejme
vypocetni potencial, ktery mame k dispozici.

Runge-Kuttova metoda neni nejpfesnéjsi samoziejmé. Jsou dalsi metody zaloZené na
podobnych principech, s vice kroky ¢i kombinaci téchto prvkil. Za nejptesnéjsi miizeme oznadit

wevr
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