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Abstrakt:
Fraktaly jsou nedilnou soucasti matematiky. Tato prace definuje pojem fraktal a pojednéava
o riznych typech fraktalnich mnoZin, jejich vypoctech a vyuziti v praxi.

1 Uvod

Fraktal je geometricky Clenity ttvar. Lze jej také definovat jako sobépodobnou mnozinu,
tzn., Ze objekt je sloZen z utvard, které zobrazuji piivodni objekt v menSim méfitku. Oproti
ostatnim geometrickym utvarim, napf.: pfimce, Ctverci, krychli, ... , m& neceloCiselnou
dimenzi — tzv. Hausdorffovu dimenzi.

2 Fraktalni geometrie

Je to védni obor zabyvajici se zkoumanim fraktali a jejich vlastnosti. Fraktaly byly znamy
jiz ve velice brzké dob¢, avSak pocatky fraktalni geometrie se datuji od pocatku 20. stoleti,
kdy byl B. B. Mandelbrotem poprvé matematicky definovan fraktal. Velky rozvoj zacal az
v 60. letech 20. stoleti s rozvojem pocitacové techniky.

Hausdorffova dimenze

Pomoci Hausdorffovy, téz fraktalni, dimenze popisujeme slozZitost (Clenitost) objekti.
BéZné objekty popisujeme pomoci topologické dimenze, kde ¢islo, kter¢ho nabyva, udava
podet rozméri. U Hausdorffovy dimenze nemusi viak toto &islo byt celé. Poté plati: Cim je
toto Cislo vétsi, tim rychleji se zvySuje slozitost fraktalu s rostoucim meétitkem.

3 Fraktaly

Klasické fraktaly



Cantorovo diskontinuum

Cantorovo discontinuum, téZ Cantorova mnozina, je matematicky pojem oznacujici jistou
mnozinu bodii na ptfimce. Cantorova mnozina byvéa definovdna nasledujicim zplisobem:
Mame usecku v uzavieném intervalu [0;1], kterou rozdélime na 3 ¢&asti. Prostiedni cast
odejmeme. V nasledujicich krocich budeme cely postup opakovat, vzdy vyjmeme prostiedni
cast tfetinového intervalu. Cantorovo diskontinuum mé Hausdorffovu dimenzi rovnou log2/
log3 = 0,6309.

Obr.1 - Cantorova mnozina (5 iteraci)
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Sierpinského trojuhelnik

Jedna se o rovnostranny trojuhelnik, ktery rozdélime stiednimi ptfickami na Ctyfi stejné
rovnostranné trojuhelniky. Prostfedni trojuhelnik poté vyjmeme a postup opakujeme
nekone¢nékrat. Sierpinského trojuhelnik ma Hausdorffovu dimenzi rovnou log3/log2 =
1,5850.

Obr.2 - Sierpinského trojuhelnik (5 iteraci)



Sierpinského koberec

Zobrazovani Sierpinského koberce je zaloZeno na stejném principu jako Sierpinského
trojuhelnik, avSak trojuhelnik je nahrazen ctvercem. Dimenze Sierpinského koberce je rovna
podilu log8/log3 = 1,8928.

Obr.3 — Sierpinského koberec (3 iterace)
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Kochova kiivka ( vlocka )

Tato kfivka neobsahuje zadné usecky nebo hladké segmenty, nema derivaci v zZadném
bod¢. Zacneme s useckou délky 1, rozd€lime ji na tfi Casti o délce 1/3. Prostifedni tfetinu
nahradime rovnostrannym trojihelnikem. Stejny postup aplikujeme na vSechny ctyfi vzniklé
usecky a opakujeme jej nekone¢nékrat. Hausdorffova dimenze je zde log4/log3 = 1,2619.

Obr.4 — Kochova ktivka (4 iterace)

Fraktaly zobrazované v komplexnich cCislech

Mandelbrotova mnoZina
Mandelbrotova mnozina je na rozdil od mnozin Juliovych jen jedna. Je definovana jako
mnozina komplexnich ¢isel ¢ a posloupnost z;, z», ... z, je dana rekurzivnim ptedpisem:



29=0; Zn 1= 20 e,
kde proménné z, a ¢ lezi v komplexni roviné. Mandelbrotova mnozina se pak d4 definovat
nasledujicim vztahem:

M= {ceC]|c— c*+c— jeomezena }.
Mandelbrotova mnozina lezi v kruhu se sttedem v poc¢atku soustavy soufadnic s polomérem r
= 2. Je to jednoduSe souvisla mnozina, coz bylo dokdzano v roce 1982 (A. Douady, J. H.
Hubbard). Zda je také obloukové souvisla, zlistdvd hypotézou. Tento fraktal se sklada
z nespocetného mnozstvi podobjektl, které se vzajemné dotykaji. Mandelbrotova mnozina je
uzce spjata s mnozinami Juliovymi.
Obr.5 - Mandelbrotova mnozina

Juliovy mnozZiny

Juliovy mnoziny byly poprvé popsany francouzskymi matematiky G. Juliou a P. Fatou.
Dnes rozliSujeme dva druhy Juliovych mnozin, souvislé a nesouvislé. Zpravidla plati, pokud
bod, ktery je povazovan za parametr ¢ Juliovy mnoziny nalezi do Mandelbrotovy mnoZziny na
komplexni rovingé, bude Juliova mnozina souvisla. Oproti tomu, pokud bod ¢ nenélezi do
Mandelbrotovy mnoziny, je Juliova mnozina nesouvisld. Tyto mnoziny jsou vytvafeny
pomoci iterace funkce komplexni paraboly:

_ .2
Zn+1= Zn tc,



kde proménné z,a c lezi v komplexni rovingé. Pocate¢ni bod zp odpovidd pozici bodu
v komplexni roviné. Komplexni hodnota ¢ neni volena striktné a je pro vSechny body obrazce
konstantni.
Postupnym piepocitavanim zjistujeme, zda body dané posloupnosti diverguji, ¢i nikoliv.
Pokud bod nediverguje, patii do mnoziny. V praxi plati, pokud absolutni hodnota bodu
presdhne 2, bod diverguje a nepatii do mnoziny. Hausdorffova dimenze Juliovych mnozin je
stejné¢ jako u Mandelbrotovy mnoziny rovna 2 a oproti ni nemusi mit stied v pocatku
soustavy soufadnic a nemusi byt soumérna podle osy.

Obr.7 — Juliovy mnoziny

4 Fraktalova komprese obrazu

Pomoci metody fraktdlové komprese obrazu se objekt rozdéli na segmenty. V obrazku se
pomoci transformaci snazime najit sobépodobnost. Poté dostaneme obrazek mensiho
rozliSeni a rovnice popisujici transformace. Vyhodou je velmi vysoky stupen komprese,
nevyhodou pomérné velka ztratovost a velmi pomala komprese.

5 Vyuziti fraktali v praxi

Fraktaly se vyskytuji jako soucast zivych i nezivych objektl. Pfitomnost fraktali v ptirodé
je napriklad u stromt, kapradin, mrakd, kameni, hor, sn¢hovych vloc¢ek, fi¢nich systému ¢i
cévnich soustav. V posledni dob¢ se rozsifuje pritomnost fraktali v pocitacové grafice a ve
vytvarném umeéni.

6 Shrnuti

M¢li jsme moznost proniknout do vétsi hloubky ve studiu fraktidlnich mnozin.
Experimentovali jsme s vypoCty fraktalnich mnozin v komplexnich Ccislech, konkrétné
s Mandelbrotovou mnozinou a Juliovymi mnozinami. Pocitatové jsme zkoumali
sobépodobnost a divergenci pii riizném poctu iteraci.
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