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Abstrakt:
UZ v Sedesatych letech Algirdas AviZienis navrhl algoritmus pro paralelni scitani
v redundantnich soustavach se zapornymi ciframi. Cilem naSeho projektu byl pravé
program umoZziujici 1) konverzi Cisel z desitkové soustavy do redundantni desitkové
soustavy se zapornymi ciframi a naopak 2) provadéjici AviZienisiv algoritmus
paralelniho scitani. Takovy algoritmus muZe vyrazné Setfit Cas a skuteCné se
v soucasné dobé ¢im dal vice algoritmy tohoto typu vyuZivaji.

1 Historie uziti zapornych cifer v zapisu prirozenych cisel
UZ od prvni tfidy zakladni Skoly umime pocitat v desitkové soustavé s ciframi od nuly do
deviti. Pokud pripustime vice cifer, napt. z mnoZiny {-9, ..., 0, ..., 9}, pak ¢islo osmnact ma
dva rtzné zapisy: 18 = 2(-2), kde zapis 2(-2) znamena 2x10' — 2x10°. Soustavam, které
pripousti nejednoznacné zapisy Cisel, fikame redundantni. I v soustavach, které pripousti
zaporné cifry, mohou byt zapisy Cisel jednoznacné, napf. v balancované desitkové soustaveé,
kde cifry bereme z mnoZiny {-4, ..., 0, ..., 5}. Pro nasobeni pfirozenych ¢isel v této soustavé
nam staci mala nasobilka.

Prvni, kdo si uvédomil tuto vyhodu, byl anglicky profesor matematiky John Colson
(1680-1760), ktery vyuzival zapornych cifer k urychleni aritmetickych operaci, nejen
nasobeni. Profesor Colson nebyl jen vynikajicim matematikem, spiSe je znamy jako
prekladatel (anglictina, latina, italStina, francouzstina). Jeho nejvyznamnéjSim pocinem je
preklad Newtonova dila z latiny do angli¢tiny, cennym prinosem byly jeho vysvétlujici
komentare. Zasadil se také o zpfistupnéni poctii Zenam ve viktoridnské Anglii, kde nézné
pohlavi nesmélo navstévovat Skoly.

I vynikajici matematik francouzského pivodu Augustin Louis Cauchy (1789-1857) vyuzival
zapornych cifer s cilem predchazet chybam ve vypoctech. Ackoli o jeho charakteru nekoluji
nejlepsi zvésti, jeho prinos matematice je nepopiratelny. Jeho Cours d’analyse (1821), ve
kterém sepsal své prednasky z Ecole Polytechnique, je dodnes zakladem vysokoSkolské
matematické analyzy. Byl také plodnym pisatelem matematickych ¢lankt. Ve své dobé byl se
789 publikacemi téméf neprekonatelny (vice pouze Euler a Caley).



Vyhod zapornych cifer, a¢ nevédomky, vyuZivali jiZ stfedovéci obchodnici. Dochovaly se
zaznamy o tzv. cikanské nasobilce, ktera se znalosti malé nasobilky umoZziovala nasobit vétsi
Cisla. Jeji princip pochopite z nasledujiciho obrazku:
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Pokud chceme nasobit napriklad 8x7, tak se zeptame: Osm a kolik je deset? A dva. Schovame
dva prsty na jedné ruce. To samé udélame s Cislem sedm. Na pozici desitek napiSeme soucet
vztyCenych a na pozici jednotek soucin schovanych prstt.

Dale se budeme zabyvat vyuZitim zapisu cisel pomoci zapornych cifer v dneSni dobé.

2 Redundantni aritmetika
Binarni soustava

VsSechny moderni pocitace pouzivaji k vypoCtim bindrni soustavu. V této soustavé je
nasobeni ¢isel prakticky jejich scitanim, jak ukazuje nasledujici obrazek, ve kterém nasobime
11x5.
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Rychlost této operace je pfimo timérnd poctu jednicek v nasobiteli. Primérny pocet nul
v klasickém bindrnim zdapisu je 1/2. Pokud pfipustime v bindrni soustavé cifry -1, 0, 1, pak
existuji prirozena Cisla, ktera maji vice moznych zapisti. Napf. Cislo 31 lze napsat jako 1111 a
1000(-1). KdyZ z mozZnych zapisii vybereme ten s maximalnim poctem nul, pak primérny
pocet nul zvySime na 2/3. Z tohoto diivodu je vyhodné néasobeni v redundantni binarni
soustave.



Avizienistiv algoritmus

Kromé nasobeni je nespornou vyhodou redundantnich soustav také moZnost paralelniho
sCitani. Pfi klasickém scitani se objevuje ,carry“ — prenos jedniCky, ktery znemoZiuje
provadét scitani na kaZdé pozici nezavisle na ostatnich (viz. 9999 + 1). Francouzsky
matematik Frédéric Mazenc dokazal, Ze kaZdy algoritmus pro paralelni scitani vyZaduje
redundantni soustavu. S prvnim takovym algoritmem priSel litevsky matematik Algirdas
AviZienis. Jeho algoritmus je pouZitelny pro soustavy s bazi b > 3 a ciframi od —a do a, kde a
<b-1;2a>b+ 1. Soucet Sp:+1Ss...5150 Cisel X,...X1Xp @ Yn...y1Yo Se ziska si = w; + t;, kde:

-1 proxi+yi < —a
tir1 =4 +1 proxi+y;i=a
0 pro —a<xi+vyi<a

Wi = Xj + ¥i — btit1
to = 0= wpt1

My jsme se zabyvali implementaci tohoto algoritmu pro bazi b = 10 a a = 6, coZ je v tomto
pripadé nejmensi moZna hodnota a, kterd vyhovi vySe uvedenym podminkdm. Soucet Cisel
4765 a 2672, které maji v redundantni desitkové soustavé poporadé zapisy 5(-2)(-4)5 a
3(-3)(-3)2, se pomoci tohoto algoritmu vypocita nasledovné:

i |4 3 2 1 0

Xj 5| -2 | -4 5

Vi 31 -3|-3 2

Xi + Vi 8|-b|-—-7 7
tit1 1 0|—-1 1
wi | 0| —-2|-=5 31 -3
si|1|—2]—-6 4| -3

Pro pouZziti tohoto algoritmu potfebujeme prevadeét ¢isla z desitkové do redundantni soustavy
a naopak podle nasledujiciho prikladu:

» chceme zapsat 1723 v redundantni soustavé
1723 + 6666 = 8389

8—6=2 3-6=-3 8-6=2 9-6=3
vysledek: 2(—3)23

» chceme zapsat 2(—3)23 ve standardni desitkové soustavé

2023 — 300 = 1723

Paralelni algoritmus s¢itani existuje i pro binarni redundantni soustavu s ciframi -1, 0, 1.



Vyhody a nevyhody zapornych cifer

PC sredundantni bindarni soustavou prozatim neexistuji, protoZe zapisy pomoci zapornych
cifer maji par ,,malych“ nevyhod. Kladou vét$i poZadavky na pamét’, nejednoznac¢nost zapisu
zpusobuje pomalejSi porovnavani Cisel a konverze je casové narocna (odpovida narocnosti
klasického scitani). Vyhoda paralelnich aritmetickych operaci se projevi v momenté, kdy jich
bude nutné provést vétsSi pocet. Proto v praxi existuji specialni pocitace, které neprovadi
operace pomalé v redundantni soustavé, a také tzv. Cerné skiiiiky, které jsou soucasti PC,
vstupni a vystupni data se jim zadavaji v klasickém formatu, ale vypoCty provadéji
v redundantni soustaveé.

3 Budoucnost zapornych cifer

Prvni paralelni algoritmy se objevili koncem 70. let. Poté se dostaly do centra zajmu mnoha
informatikti. Ménissier vytvorila knihovnu programt pro spolupraci s readlnymi Cisly

s libovolnou presnosti zaloZenou na redundantni aritmetice (soucast programovaciho jazyka
CAML). Tagaki a spol. v roce 1985 vyvinuli vykonny néasobic (aplikace v Sifrovani). Miiller
a spol. programuji ,,Cerné skiiniky“ pro vypocet funkci sin, cos, tg, cotg, exp, log, arctg pouze
s vyuZitim paralelniho sc¢itani a déleni nasobky dvou (coZ je jen posouvani binarni zlomkové
carky). A z tohoto vSeho plyne, Ze v budoucnosti se jisté jeSté setkame s redundantni
aritmetikou.
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