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Abstrakt:
Hledani velkych prvodisel je velkou vyzvou dneska. Sifrovaci systémy jsou zalozené
na operacich s velkymi prvocisly. Hodi se tedy umét generovat obrovska prvocisla,
abychom zajistili bezpecnost bankovnich transakci, soukromi elektronické
komunikace,... Cilem naSeho projektu byly programy testujici prvociselnost. Zabyvali
jsme se jak presnymi testy, tak i tzv. pseudotesty a pravdépodobnostnimi testy.

1 Prvodéislo

Prvocislo je takové ptirozené Cislo p, které ma pouze dva délitele: 1 a p. Jsou zdkladnimi
stavebnimi prvky vSech ¢isel. V soufasné dob& se vyuzivaji piedev§sim v kryptografii.
Prvocisla, kterda byla diive povazovana za hratku Ciselnych teoretikll, se tak v soucasnosti

-----

Nekonecné mnoho prvocisel?
Prvocisel je nekone¢né mnoho a existuje mnoho zplsobi, jak toto tvrzeni dokazat. Uvedeme
si zde nejelegantnéjsi dliikaz: Eukleidiiv ditkaz sporem pomoci kongruence.

Ptedpokladejme, Ze by existovalo nejvétsi prvocislo p.. Pokud vSak vezmeme vSechna
prvocisla pi, pa, ... , Pa, Vytvofime jejich soucin a piicteme k nému jedni¢ku, dostaneme dalsi
prvocislo (neni dé€litelné zadnym z mensSich prvocisel):

pip2-..pn + 1 =1 (mod p;)

pip2...pn T 1 =1 (mod p,)

pip2...pn + 1 =1 (mod p,)
A ptitom ¢islo pip2...pa + 1 je oCividné vétSi nez naSe zvolené p,. Mame tedy spor s volbou p,,
Neexistuje proto nejvetsi prvocislo, takze je prvocisel nekoneéné mnoho.

Tento dikaz byl prvnim diikazem sporem v d¢jindch matematiky.
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Napftiklad v programovacim jazyce Haskell vypada tento algoritmus takto:

sito (x:xs) = x:sito [a | a <- xs, a mod  x /= 0]

prvocisla = sito [2..]
Funkce ,,sito” vezme seznam piirozenych Cisel vétSich nez 1 a vytvofi novy seznam tak, ze
odtrhne prvni prvek a rekurzivné se spusti na seznam a, ktery vznikl ze zbytku plivodniho
seznamu vybranim ¢isel, kterd nejsou dé€litelnd prvnim prvkem.

Mersennova Cisla
Marin Mersenne byl francouzsky teolog, filozof,
hudebni teoretik
a duchovni otec Akademie véd.
Mersenovo ¢islo je takové Cislo, pro které plati: M, =
2P — 1, kde p je prvoéislo. Cislu M,, které je prvoéislo,
se fikd Mersennovo prvocislo.
Je evidentni, ze pokud M, ma byt prvocislem, pak i
p musi byt prvocislem:

2™ 1 =02"" - 1=2" - 1)(1 +2"+2"+ ...
4+ o~ 1)m)_

Podle Mersenna je mezi ¢isly 2 a 257 jedenact
takovych Cisel, atop =2, 3,5, 7, 13, 17, 19, 31, 67,
127, 257. Dnes jiz vime, ze mu jich tam par chybi a
par piebyva. Ve skuteCnosti tento seznam vypada e

takto: p=2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127.
Dodnes je objeveno 47 Mersennovych prvocisel,
nejvetsi z nich, 2% — 1, ma 12 978 189 cifer.

Poslednich 13 bylo objeveno pomoci projektu GIMPS (http://www.mersenne.org/) - Great
Internet Mersenne Prime Search. Na pocitac¢ich dobrovolnikiti bézi program, ktery ovétuje,
zda pro dané p je 2 — 1 prvocislem. Electronic Frontier Foundation (EFF) vypsala velkou
odménu za nalezeni obrovskych dosud neznamych prvocisel.



Fermatova Cisla
Fermatovo &islo je kazdé ¢islo ve tvaru F,, = 2°™ + 1, kde m je piirozené
¢islo. V ptipadé, Ze by bylo ve tvaru 2*™ + 1, kde k je liché ¢islo, dalo by
se rozepsat:

M+ 1=+ DRV 2% D4 2"+ 1), kde 1 =2, coZ je
slozené cislo.

Tato Ccisla byla objevena francouzskym matematikem Pierrem
de Fermatem. Fermat byl presvédcen, ze kazdé takové Cislo je zaroven
prvocislo. Prvnich pét Fermatovych ¢isel: 3, 5, 17, 257, 65537 jsou
skutecné¢ prvocisla. AZ pozd&ji Leonhard Euler zjistil, Ze Fs =
4294967297 = 641 - 6700417 je Cislo slozené. Dnes je znamo, Ze Cisla Fs
az F3, jsou Cisla slozena. Dalsi Fermatova ¢isla zatim nejsou otestovana a
dodnes neni zndmo, zda je nekone¢né¢ mnoho Fermatovych ¢isel.

Jedno z uziti Fermatovy ¢isel je urceni, zda lze zkonstruovat pravidelny mnohouhelmk pouze
pomoci pravitka a kruzitka. Karl Fridrich Gauss zjistil, Ze pravidelny n-uhelnik lze
zkonstruovat tehdy a jen tehdy, kdyZ liché délitele » jsou rizna Fermatova ¢isla.

2 Metody testovani prvociselnosti

Pro urCovani prvociselnosti danych cisel existuje mnoho zpusobl. My jsme se zabyvali
presnymi testy, pseudotesty a pravdépodobnostnimi testy.

Presné testy

Pod timto oznacenim se rozumi testy, které jsou schopny pro ptirozena ¢isla rozhodnout

s naprostou jistotou, zda je dané Cislo prvocislo ¢i nikoliv. Byvaji bud’ ¢asové hodné naro¢né
(Eratosthenovo sito) nebo funguji jen pro omezenou mnozinu ¢isel (Lucas-Lehmertv test pro
Mersennova Cisla a Pépintv test pro Fermatova Cisla).

Lucas-Lehmeriiv test
Pro zjistovani, zda je Mersennovo Cislo prvocislem, se pouziva Lucas-Lehmertv test.
Vytvotime posloupnost za¢inajici ¢islem 4, dalsi ¢leny urcime podle vzorce:
Y1) = Yk2 -2.
Mersennovo ¢islo je prvocislem prave tehdy, kdyzZ je délitelem ¢isla y, - 1y.

Tento algoritmus mé asymptotickou sloZitost O(p’logploglogp). Je tedy rychlejsi neZ vsechny
ostatni testy, a to vcetn¢ pravdépodobnostnich. Da se ovSem pouzit jen na Mersennova
prvocisla. Lucas objevil (timto testem) nejvétsi prvocislo My, bez pouziti pocitace a Lehmer
jako prvni provadél numerické vypocty.

Pépiniiv test

Pro testovani Fermatovych prvocisel se pouziva Pépintv test. Tento test objevil francouzsky
matematik Pépin v roce 1877. Pépin zjistil, ze plati pro zdklad 5. Pozdéji si Lukas vS§iml, Ze
plati i pro zéklad 3. Test vypada nésledovné:

Fermatovo cislo je prvocislem prave tehdy, kdyz plati:

3Em=D2 = _ 1 (mod F,,), kde m je piirozené &islo.



Wilsoniiv test

Wilsontiv test je dalsi z fady ptesnych testl, které mohou s jistotou fici, ze je dané Cislo
prvocislem. Je vSak neprakticky pro aplikaci na pocitaci, protoze pocitani faktorialu je ¢asové
narocné. Vyuziva se hlavné v dikazech.

Pro kazdé ptirozené Cislo p plati:
p = 2 je prvocislo prave tehdy, kdyz (p — 1)! =— 1 (mod p).

Lze ho zjednodusit, pokud mizeme dané ¢islo p rozlozit: p = 4k + 1. Pro takové prvocislo p
plati, ze ((p — 1)/2)!)2 = — 1. Jiz ale nelze implikaci otocit, tj. pokud podminka ((p — 1)/2)!)2
= — 1 plati, nelze z toho usoudit, ze p je prvocislo. Vime jen, ze pokud tato podminka neplati,
urcit¢ p prvocCislem neni. Timto se dostdvame k tzv. pseudotestim — testiim, které nam
s jistotou neteknou, jestli je ¢islo prvocislem, jen ptipadné potvrdi, Ze je ¢islem slozenym.

Pseudotesty

Pseudotesty jsou testy, které nam dokazou s jistotou fici, ze dané Cislo je slozené, ale
nepotvrdi ndm, Ze je to prvocislo.

Fermatuv test

Pierre de Fermat byl francouzsky pravnik a matematikou se zabyval pouze ve svém volném
Case. I pfes to vSak byl vyznamnym odbornikem v teorii ¢isel — vymyslel Velkou a Malou
Fermatou vétu, je povazovan za jednoho ze zakladateli teorie pravdépodobnosti a pfedchiidce
diferencidlniho poctu.

Fermattv test prvociselnosti vychdzi z Malé Fermatovy véty:
a”" ' =1 (mod p) (kde p je prvocislo a a je pfirozené &islo nesoudélné s p).

Kdyz chceme zjistit, jestli je p prvocislo, bereme riznd a a zkouSime, zda pro né plati Mala
Fermatova véta. Opét nemtizeme s jistou potvrdit, ze dané p je prvocislo, ale kdyZ podminka
neplati, vime, Ze p prvocislo neni. Existuji totiz Carmichaelova Cisla, pro ktera plati Mala
Fermatova véta, ackoli to nejsou prvocisla. Naptiklad kdyz:

q=6m+ 1, r=12m+1,s=18m+ 1,

pak grs je Carmichaelovo ¢islo.

Pravdépodobnostni testy

Tyto testy jsou méné Casové narocné (polynomialni v Case), ale jejich vysledek opét neni
stoprocentni.

Miller-Rabintv test

Tento test vytvofila dvojice pocitacovych védcii Gary Lee Miller a
Michael Oser Rabin. Gary Miller je profesorem na univerzité
v Pittsbourghu. V roce 2003 byl ocenén v PafiZi cenou Paris Kanellakis
Award za Miller-Rabintv test. Michael Rabin se narodil roku 1931

v Némecku. Po druhé svétové vélce odesel do Polska, kde Zzije i
v soucasnosti. Za svij dlouhy zivot se tucastnil velkého mnozstvi
projektil a dostal spoustu ocenéni. Mezi nejcennéjsi patii Turing Award
z roku 1976 za dokument “Finite Automata and Their Decision
Problem.”




Zakladem Miller-Rabinova testu je, ze pokud zapiSeme p — 1 = 2°d, kde p je prvocislo a
d liché ¢islo, pak pro kazdé ptirozené Cislo a < p plati bud:

a’=1 (mod p),
nebo:

a®"=—1 (modp), kde 0 <r<s-—1.

V algoritmu si nejdfive vybereme ndhodné a < p a otestujeme podminky z véty. Pokud
podminky véty neplati, pak je Cislo p slozené. Jestlize vSak podminky véty plati, vyberu si
dalsi a.

Ptriklad: Budeme pocitat s Cislem p =49
p-1=48»48=2%"3»s=4,d=3
Jako a si zvolime Cislo 3
3°=27»27mod 49 =27 » 27 # 1 nebo — 1 mod 49
327=729» 729 mod 49 = 43 » 43 #— 1 mod 49
3* 3 mod 49 =36 » 36 #— 1 mod 49
3* 3 mod 49 =22 » 22 #— 1 mod 49
Cislo 49 je &islo sloZené, a proto se nejedna o prvoéislo.

Pravdépodobnost, ze pro p sloZené test n-krat neodhali neprvociselnost p, je 1/4". Proto si pii
dostatecném poctu opakovani testu miizeme byt s libovoln¢ velkou pravdépodobnosti jisti, Ze
testované Cislo p je prvocislo.

3 Shrnuti

Sezndmili jsme se s novymi testy prvociselnosti a projektem GIMPS, ktery umoziiuje
kazdému zapojit se do hledani rekordné velkych prvocisel. Podatilo se nam naprogramovat
vSechny zminované testy prvociselnosti a programy otestovat na prvocislech do 150 000.
MizZete je najit na: tigr.fjfi.cvut.cz v sekci Pro stfedni Skoly.

4 Podékovani

Sle¢né Ing. I'ubomife Balkové a panu Ing. Stépanu Starostovi, ktefi si s nami dali tu praci a
seznamili nas s problematikou prvocisel, a samoziejmé také panu Ing. Vojtéchu Svobodovi,
CSc. A celému organizacnimu tymu Tydne védy. Dékujeme 1 vam ¢tenaitim, Ze jste naSemu
¢lanku vénovali svou pozornost.
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