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Abstrakt

V tomto prispévku se zabyvime vlastnimi ¢isly nahodnych matic. Nejpve de-
finujeme zékladni pojmy z oblasti matic, jako napfiklad vlastni ¢islo matice a jeji
hermiticita. Déle se zamérime na Gaussovo rozdéleni. Poté zavedeme nahodné matice
a budeme diskutovat jejich vlastnosti. Teoretické poznatky dale ovéfime numericky
v prostfedi MATLAB.

1 Uvod

Tento prispévek je itvodem do teorie ndhodnych matic. Budeme se zabyvat vlastnimi
¢isly matic, Gaussovym rozdélenim, Hermitovskou matici, analyzou a aplikaci matic v
dopravé, v chovani plyni a v modelovani radioaktivniho rozpadu. Zminime se o typech
(GOE, GUE, ...) a parametrech, které ovliviiuji rozdéleni vlastnich ¢isel. Neopomeneme
ani program MATLAB, ktery umoziuje uzivatelsky snadnou manipulaci s maticemi.

2 Matice

Matice je obdélnikova ¢i ¢tvercova tabulka ¢isel nebo néjakych matematickych objekti,
ktera umoznuje napt. jednodussi feseni soustav linearnich rovnic.

2.1 Vlastni ¢isla matic

Necht A = (a;;) je matice fadu n, kde a; € C. Cislo A € C se nazyva vlastni nebo
charakteristické ¢islo matice A, jestlize existuje nenulovy vektor & € C™ tak, ze AxZ = \T.
Vektor T se nazyva vlastni nebo charakteristicky vektor prislusny k .

Priklad:
Hled4ani vlastnich &isel matice



vede na TeSeni soustavy s parametrem \

(1 — )\)171 + 31’2 =0
4.7)1 + (3 - )\)l’Q :O,

pricemz A hledame takovou, aby x; a x5 zaroven nebyly obé nulové. A, pro kterou to plati
je vlastni ¢islo matice.

2.2 Hermitovskd matice

Komplexni ¢tvercovd matice A se nazyva hermitovska, plati-li A” = A, kde A¥ je her-
mitovsky sdruZend matice, ktera je definovina A" = (AT)* kde AT je transponovani
matice, pro kterou plati, ze (a;;)" = (a;;) a A* je komplexné sdruzend matice.

Priklady:

e Transponovana matice
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e Komplexné sdruzena matice
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e Hermitovska matice
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3 Gaussovo rozdéleni

pravdépodobnosti spojité nahodné veli¢iny. Hustota pravdépodobnosti tohoto rozdéleni
je pro rtizné parametry p (stiedni hodnota) a o2 (rozptyl) zobrazena na obréazku 1.
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Obrazek 1: Hustota pravdépodobnosti Gaussova rozdéleni pro riizné parametry

4 Nahodné matice

Néhodné matice jsou podmnozinou mnoziny matic, jejichz prvky jsou ndhodna ¢isla.
Tato ¢isla mohou byt z libovolného rozdéleni, v praxi se vSak nejcastéji vyskytuji matice
s normalnim (Gaussovym) rozdélenim.

Typy ndhodnych matic:

e GOE (Gaussovské ortogonéalni matice) Jedna se o mnozinu ¢tvercovych realnych
symetrickych matic, jejichz prvky jsou statisticky nezavislé gaussovsky rozdélené
nahodné velic¢iny.

e GUE (Gaussovské unitarni matice) Jedné se o mnozinu matic s komplexnimi ¢isly.
Jsou to hermitovské matice, kde pro redlnou ¢ast plati stejné podminky jako u
GOE, imaginarni ¢ast u prvka na hlavni diagonédle musi byt nulova. Imaginarni
¢asti ostatnich prvka jsou nahodné ¢isla z normalniho rozdéleni.

¢ BRME (Pasové nahodné matice) Jedné se o mnozinu realnych a komplexnich ma-
tic, které maji v pravém hornim a levém dolnim rohu "nulovy trojuhelnik", jehoz
velikost je popsana parametrem b (tzv. polositka pasu).
Priklad pasové matice fadu 4 s b = 2:
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5 Rozdéleni vlastnich ¢isel ndhodnych matic

Girkiv zékon 1ika, ze vlastni ¢isla ndhodné matice jsou rovnomérné rozmisténa v jednot-
kovém kruhu. Dale prejdéme k hermitovskym maticim. Jejich vlastni ¢isla jsou realné a
popsana Wignerovym zakonem, tj. hustotou pravdépodobnosti

1
FO) = 5—vin =X, Al < 2V,
™



kde n je rozmér matice. Pokud pro ndhodnou matici zjistime vlastni ¢isla, ktera seradime
podle velikosti a spo¢teme jejich rozdily, ziskdme mnozinu ¢isel, ktera ma urcité rozdélent,
popsané hustotou pravdépodobnosti (Izraileviv vzorec)

fir)~ A (%)BQ%Q(B%’I r>0,

kde § je 1 pro GOE, 2 pro GUE a pro pasové matice 8 € (0;1) a A a B jsou parametry
zajistujici, ze vzorec je hustota pravdépodobnosti a stfedni hodnota vzdalenosti je 1.

6 Vysledky experimenti

Zabyvali jsme se zkoumanim rozdéleni vlastnich ¢isel nahodnych matic na zadanych pa-
rametrech (stfedni hodnota prvki, rozptyl prvki, rozmér matice, pocet vygenerovanych
matic, pfipadné polositka pasu) a jejich vlivem na graf zévislosti. Po¢et matic byl volen
tak, aby celkovy pocet vlastnich ¢isel byl vzdy 10 000, napf. matic fadu 2 bylo vygenero-
vano 5 000. Experimenty byly provadéné v programu MATLAB
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Obrazek 2: Test Girkova zékona pro matice fadu 2 (nahote) a 1000 (dole)

Obrazek 2 ilustruje rozdéleni hodnot vlastnich ¢isel v komplexni roviné pro rizné rozméry



nahodné matice . Je patrné, Ze s rostoucim rozmérem matice se vlastni ¢isla soustieduji
do jednotkové kruznice. Navic je dobfe patrny pokles poc¢tu redlnych vlastnich ¢isel.
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Obrazek 3: Test Izrailevova zdkona pro matice GOE(nahote) a GUE(dole)

Experimentélné jsme ovérili platnost Izrailevova zakonu, ktery popisuje pravdépodob-
nostni rozlozeni rozdili vlastnich ¢isel ndhodnych matic. Vysledky jsou na obrazku 3.

7 Shrnuti

Prispévek slouzil jako iivod do teorie matic a matematické statistiky. Obé tyto oblasti byly
spojeny v teorii ndhodnych matic. Také poslouzil k sezndmeni s prostfedim MATLAB.
Veskeré predkladané teoretické poznatky byly tspésné numericky ovéfeny ve zminéném
prostredi.
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