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Abstrakt:
V praci jsme se vénovali feSeni optimaliza¢nich tloh a porovnani numerickych metod
s analytickymi. Nalezli jsme tvar ¢inské stfechy, kiivku zavéSeného fetézu a nejlepsi
aerodynamicky tvar rakety. Kazdy ptiklad obsahuje kratké fyzikalni vysvétleni, numerické
feseni a graf. Postup s vyuzitim Resitele programu Microsoft Excel se ukazalo jako
vyhodnéjsi nez analytické feSeni.

1 Uvod

Variaéni pocet jako matematicka disciplina vznikl v 18. stoleti, kdy L. Euler definoval jeho
zaklady. Od té doby se tento obor zna¢né rozvinul, ale analytické feSeni varia¢nich tloh je
stale velmi naro¢né. Pfitom Ize mnoho fyzikalné-matematickych problému interpretovat a
fesit jako varia¢ni ulohy. Proto jsme se rozhodli vyuzit moznosti aplikace Resitel obsazeného
v programu Microsoft Excel, ktery umoziiuje snadno fesit tyto tllohy optimalizaci na zaklade
numerickych vypocti. Timto postupem ukazkove vyieSime tii klasické tlohy z oblasti
varia¢niho poctu a srovname ho s Eulerovym analytickym fesenim.

2 Metody reSeni varia¢nich uloh

Analytické FeSeni

Analytické feSeni variac¢nich uloh spocivd v hledani takové funkce y(x), ktera minimalizuje
(resp. maximalizuje) hodnotu primitivni funkce
b

Fly(x)=] (x, y(x), y'(x)),

a

jez se nazyva funkciondl. K tomu slouzi Euler-Lagrangeova rovnice
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kterd musi byt pro y(x) splnéna, aby byla hodnota funkciondlu minimalni [1]. Toto obecné
feSeni lze pouzit 1 na feSeni velmi slozitych problémul. Jako piiklad vSak pouzijeme
jednoduchy vzorec pro vypocet délky kiivky




b
f \/ 1+y'(x ).
Predpokladame, ze nejkratsi spojnici dvou bodi je usecka. Dosazenim do Euler-Lagrangeovy
rovnice a naslednymi upravami ziskdme vzorec
_y"x)
1+ (' (x))"™
JiZ nyni je zjevné, Ze nas predpoklad byl spravny, nebot’ feSenim rovnice je linearni funkce.
Avsak uvedeny vypocet vyzaduje znalosti diferencidlniho poctu a pfi jiném zadani by mohl
byt ¢asoveé narocny. V nékterych piipadech analytické feSeni nemusi existovat a je proto nutné
tesit ulohu numericky.

Numerické reSeni

Numericka metoda spo¢ivd ve vyuziti nastroje Resitel programu Microsoft Excel, ktery
funguje na principu hleddni lokélnich extrémt. Je nutné zadat parametry a podminky, které
ma uloha spliiovat a pocatecni odhad feSeni. Pravé pocate¢ni odhad je zna¢nym uskalim této
metody, nebot’ pii nevhodné zvolenych hodnotidch program nalezne pouze lokalni extrém,
ktery nemusi byt extrémem globalnim. Takovy vysledek pak vétSinou neodpovidd dané
skute€nosti.

Uved’'me konkrétni optimalizacni ulohu: Je dan obvod trojuhelniku. Urcete délky stran tak,
aby obsah byl maximdlni. Vstupnim parametrem je délka obvodu. Zaroven vyuzijeme vztah
mezi délkami stran a obvodem a obsahem trojuhelniku (pomoci Heronova vzorce). Podminky
jsou splnéni trojuhelnikové nerovnosti a nezdpornosti délek stran. V této jednoduché tloze
nezalezi piili§ na po¢atednim odhadu. Resenim je dle oekavani rovnostranny trojihelnik.

4 Cinska stiecha

Uloha o nejrychlej$im sestupu (angl. Quickest descent problem) neboli ¢inska stiecha se
zabyva hledanim takového tvaru stiechy, po kterém by bez tfeni nejrychleji stékala voda. Tuto
ulohu vyiesil na zaklad¢ fyzikalni analogie J. Bernoulli, avSak nepouzil k tomu analytickych
metod. Oba postupy vedou k jednomu feSeni, kterym je cykloida [1]

x:%kz(ﬁ—sinﬁ), y=%k2(l—c058).

V Excelu jsme tuto ulohu feSili jako hledani minimélni hodnoty Casu sestupu na zékladé
zmény proménnych xi, yx, které predstavuji souradnice stékajici vody na jednotlivych tsecich
o poctu n. Vyslednym grafem je dle piredpokladu cykloida (obr. 1). S rostoucim » se hodnota
vysledku zpfesiiuje, ovsem od urcité hodnoty, zhruba »=20, se zména pohybuje v tadech
statisicin procent. Vysledek lze zatiZit podminkou, kterd bude vyzadovat konstantni hodnotu
Ax. Rovnomérné rozlozeni tak zamezi programu navolit si nejvhodnéjsi vzdalenosti, coz vSak
vede v tomto piipadé k zbytecnym nepiesnostem.
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Obr. 1

5 Retézovka

Dalsi klasickou ulohou je urceni provéseni fetézu. Celkovou kiivku si rozdélime na nékolik
kratSich usekli o soutadnicich a; az a, a b, az b, a vypocteme jejich potencidlni energii . Tvar
kiivky bude urcen souctem energii vSech usekll, pfiCemz se snazime docilit, aby potencialni
energie byla minimalni. Grafem fetézu bude kfivka, jejiz minimum je posunuto smérem k
nize zavéSenému konci (obr. 2). Analytické feseni této tlohy by vyzadovalo vyfesSeni rovnic

+c

acosh(o )+b=H1,acosh(ﬁ)+b=H2,
a

j{\/l+(y')2dx=L,

kde H,, H: jsou vysky boda zavésu, d je vzdalenost téchto bodu, L je délka fetézu a proménné
a, b, ¢ jsou parametry kiivky. ReSeni téchto rovnic je ¢asoveé velmi naro¢né a v konecné fazi
bychom se nevyhnuli pouziti numerickych metod.
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Obr. 2

6 Raketa

Piedstavme si, ze vesmirnd raketa proléta fidkym plynem, jaky se nachézi napt. v horni vrstvé
atmosféry. Takovy plyn nevykazuje vlastnosti tekutiny, povazujeme ho za shluk nezavislych
gastic. Ukolem je zjistit idedlni tvar &ela rakety, aby prilet plynem zptsoboval co nejmensi
ztraty rychlosti.

Jedna se o dalsi z klasickych optimalizacnich iloh. Autorem je Isaac Newton. Pfed feSenim
této ulohy v Excelu je potfeba uvédomit si, ze zména hybnosti molekul pii narazu (a tedy
i zména hybnosti rakety) zavisi na thlu dopadu. Nasim tkolem je tedy upravit goniometrické
tvary téchto pusobicich sil a vyjadfit je v proménnych zavislych na délce a priméru rakety.
Pro vysledny vzorec

Ezzz (retr ), ”k—1)3
¢ (x=xe re=ry)’
kde C = mpv?, najdeme v fesiteli hodnoty x, i, které ho minimalizuji. Na vysledné kiivce
(obr. 3) je zfejmé, ze raketa ma ploché celo, coz odpovida skutecnosti a shoduje se s
vysledkem autora tlohy.
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Obr. 3

7 Shrnuti

Pomoci optimalizace v Resiteli programu Excel jsme nalezli feSeni t¥i klasickych tloh
variaéniho poétu. Cinska stiecha ma tvar cykloidy, ur¢ili jsme tvar fetézovky a potvrdili, Ze
idedlni raketa pro let v fidké atmosféfe musi mit ploché ¢elo. Numerické feSeni se ukéazalo
jako rychlejsi nez analytické a zaroven dostate¢né presné. Tento zpiisob feSeni variacnich tloh
1ze pouzit na fadu dalSich matematicko-fyzikalnich problémd.
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