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Abstrakt

Tato prace se zabyva vlastnostmi a vykreslovanim fraktali. Popisuje fraktalni
dimenzi (sobépodobnostni a miizkovou), déle fraktaly v komplexni roviné (Juliova
a Mandelbrotova mnozina) a iterované fraktély (Kochova vlocka, Sierpinského tés-
néni). Také se zabyva pocitacovym zobrazovanim fraktald.

1 Uvod

Fraktaly samy o sobé jsou nesmirné zajimavé objekty, které jsou charakteristické nékolika
vécmi: obsahuji nekone¢né mnoho svych zmensenych kopii, kazdy z nich je jedine¢ny a
lisi se od ostatnich. Jejich nejviditelnéjsi pfednosti je fascinujici a slozita krasa.

Fraktal je (zjednodusené) definovan jako geometricky objekt, ktery ma nasledujici vlast-
nosti:

e Je sobépodobny — znamena to, ze pokud dany utvar pozorujeme v jakémkoliv
méritku ¢i rozliseni, pozorujeme stale se opakujici ur¢ity charakteristicky tvar,

e ma na prvni pohled velmi slozity tvar, ale je generovan opakovanym pouzitim
jednoduchych pravidel.

Termin fraktal pouzil poprvé matematik Benoit Mandelbrot v roce 1975. Pochézi z latin-
ského fractus — rozbity

2 Fraktalni dimenze

Fraktalni dimenze umozinuje popsat stupen slozitosti objektu podle toho, jak rychle roste
jeho délka, obsah ¢i objem v zavislosti na velikosti méritka, pfi kterém meérime. Existuje
nékolik forem této dimenze:

e sobépodobnostni dimenze

e miizkova dimenze

2.1 Sobépodobnostni dimenze

Tento typ fraktalni dimenze lze aplikovat pouze na struktury, které jsou ryze sobépodobné
(isecka a jeji ¢asti, ¢tverce v &tverci, krychle v krychli). Rekneme, Ze néjakd struktura
je ryze sobépodobna, pokud ji lze rozdélit na nékolik c¢asti, kde kazdéa z téchto casti je



zmensSend kopie celku. Dimenze je pak urcena na zdkladé znalosti faktoru zmenseni (s) a
poctu ¢asti (a). (Napi. do tsecky se vejdou dvé ¢asti s poloviéni velikosti, do ¢tverce se

vejdou ¢tyfi s poloviéni velikosti, ... ). Vztah pro dimenzi D je:
Ina
D - —1
In 5

2.2 Mrizkova dimenze

Oproti dimenzi sobépodobnostni, ktera je definovana pouze pro ryze sobépodobné tutvary,
lze dimenzi miizkovou aplikovat na libovolny utvar. Pres fraktal si nakreslime ¢tvercovou
sif s x s ¢tvereckl a spocitame, v kolika z nich fraktél lezi — N(s). Hledand dimenze je
pak rychlost ristu (derivace) In (N(s)) v zavislosti na In(s).

3 Typy fraktala

3.1 Juliovy mnoziny

Juliovy mnoziny jsou mnoziny komplexnich ¢isel 2y, pro které plati, Ze posloupnost
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nediverguje. Komplexni konstanta c je stejné pro celou mnozinu. Hranice téchto mnozin
na komplexni roviné tvori fraktal. Protoze miizeme zvolit konstantu c libovolné, existuje
nespocetné mnoho téchto mnozin.

3.1.1 Prahovy polomér divergence

P1i pocitacovém zobrazovani nemame k dispozici nekonec¢ny pocet iteraci, ale lze dokazat,
ze pokud absolutni hodnota ¢isla z, prekro¢i danou prahovou hodnotu r(c) zavislou na
parametru ¢, posloupnost diverguje a tento bod do mnoziny nepatii. Pro prahovou hod-
notu plati r(c) = max{|c|, 2}.

Diikaz

Predpokladame, ze (|z| > r(c) > 2) A (|z] > |¢|). Z toho plyne, Ze si |z| miZeme napsat
jako |z| = r(c) + ¢ (pro kladné ¢):

2% = [2% +c—c| <[22+ | +]c]
Coz plyne z trojihelnikové nerovnosti. Takze:
|22 el 2 | ==z —e > o] = 2] = 2](|2] = 1) 2 [2](2+ e = 1) = |2|(1 +¢)

Vidime tedy, Ze jde o posloupnost, ktera roste rychleji, nez posloupnost geometricka s
koeficientem vétsim nez jedna. Takze diverguje.

omep E0eL det€au

Podobnou tvahou by se to dalo zobecnit pro exponent n. Pak by ale mezni hodnotou bylo
&islo max{ "V/2, |c|}.



3.2 Mandelbrotova mnozina

Mandelbrotova mnozina patii k nejznaméjsim fraktalim. Je definovana jako mnozina
komplexnich ¢isel ¢, kde posloupnost

2
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nediverguje. Od Juliovy mnoziny se lisi tim, Ze za ¢ se dosazuji soufadnice na kom-
plexni roviné narozdil od konstantniho parametru. Stejné jako u Juliovy mnoziny mtzeme
dokézat prahovou hodnotu.

3.3 Kochova vlocka

Tento znamy fraktal méa fadu zajimavych vlast-
nosti. Jednou z nich je, Ze méa konecny obsah,
avsak nekonec¢ny obvod. Méa-li ptivodni trojihelnik

stranu délky a, pak je obsah Kochovy vlocky roven
2a2\/§
s,

3.4 Sierpinského tésnéni

Tento fraktal, nazyvany téz Sierpinského tro-
juhelnik, byl poprvé popsany v roce 1915 pol-
skym matematikem Wactawem Sierpinskim, i kdyz
podobné obrazce se objevuji uz v 13 stoleti. Tato
struktura souvisi tfeba s Pascalovym trojihel-
nikem (zbytek po déleni jeho ¢islel dvéma), nebo
s Hanoiskymi vézemi (graf reprezentujici vSechny
mozné pozice).

4 Zobrazeni pocitac¢em

4.1 Nahodna prochazka

Méjme v roviné tfi nekolinearni body. Dale vezméme jiny (ndhodné zvoleny) bod roviny,
ktery nazveme X;. V jedné iteraci vytvorime bod X, ve stredu tsecky spojujici bod
X,—1 andhodné vybrany bod ze tii ptivodnich bodi. Po dostatecném poctu iteraci bude
mnozina {X7, Xs,...} tvofit Sierpiriského tésnéni. Timto zptsobem byl vyroben i vyse
uvedeny obrazek.

4.2 Bunécny automat

Uvazujme c¢tvercovou sit. Vybarvime jeden bod. Pak se podivame na fadek pod nim,
v8echny body, které maji (ve tiech sousednich buikach) nad sebou jeden nebo dva vy-
barvené body obarvime, jiné ne. Pak se presuneme na dalsi fadek a postup zopakujeme.
Takhle dostaneme opét Sierpinského tésnéni!



4.3 Vykreslovani Mandelbrotovy a Juliovy mnoziny

Pro kazdy pixel se pocita posloupnost zg, 21, 22, ..., z;, kde i je pocet iteraci. Kdyz pro
néjaké n plati |z,| > r(c), vime, Ze posloupnost diverguje a bod do mnoZiny nepatii.
Pokud ani |z;| neni vétsi nez r(c), bod se zaradi do mnoziny. U kone¢ného poctu iteraci
se do mnoziny zapocitaji také body, které tam nepatii.

4.3.1 Obarvovani

Klasicky se body nalezici do mnoziny obarvuji ¢ernou a body nenalezici bilou barvou.
Vypocet fraktalu generuje posloupnost ¢isel 2y, 21, 29, ..., zn, kde z, je iterace, u které
|z| pfekro¢i prahovou hodnotu. Podle této posloupnosti mizeme dany bod obarvit na
zékladé urcité palety.

Unikovy algoritmus: Barvu bodu podle tohoto algoritmu uréuje pocet iteraci, po kterych
absolutni hodnota |z,| pfesdhne prahovou hodnotu.

Unikovy tihel: Zde se po¢ita s argumentem komplexniho &sla z,.

Odhad zak¥iveni: Barva se urci na zakladé kiivosti kiivky prolozené body 21, z3, ..., 2,.

Obrazek 1: Juliova mnozina, kde ¢ =i a body jsou obarveny podle poctu iteraci, a Man-
delbrotova mnoZina kde hodnota argumentu komplexniho cisla odpovidd odstinu na stan-
dardnim barevnem kole

Pro jednoduchost se ¢asto uvazuji jen tii posledni ¢leny této posloupnosti. Pro ty se pouzije

VZOrec:
_ Zn T Zn—1
tan 1 |:—

Zpn—1 — Zn—2
Gaussova cela ¢isla: V tomto algoritmu se barva vypocita podle vzdalenosti z, od
Gaussova celého cisla, tedy a+ bz, kde a, b € Z. Vzdalenost se da vypocitat pomoci vzorce

\/m(z) — Round[R(2)]|” + |3(z) — Round|[S(2)]|?

Statistiky: Body se daji obarvit také podle statistickych funkci z mnoziny 2z, 21, 22, . . . , 2.
Napriklad podle primeéru, rozptylu, smérodatné odchylky, ...

5 Zavér

Veskeré obrazky zde zobrazenych fraktald jsou produktem nédmi napsanych programi.
Chtéli bychom podékovat nasemu supervizorovi Ing. Petru Pausovi, ktery nas seznamil s
problematikou fraktali a zodpovédél veskeré nase dotazy.



Obrazek 2: Mandelbrotova mnoZina s obarvenim podle zakriveni dvou po sobé jdoucich it-
eract a Juliova mnozina s ¢ = —0.13850095+0.6532777551, kde barva zdvisi na vzddlenosti
posledni iterace od Gaussova celého cisla

Obrazek 3: Obarveni podle praméru |zo|,|z1|, |22|, ..., |2a] @ podle priméru argumenti
komplexnich cisel posloupnosti zg, 21, 22, . . . , Zn
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