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Abstract:
Have you ever wondered what infinity is? How it could look like? Have you
ever thought that when you are looking at fern you are looking to infinity? The
key for understanding this phenomenon are fractals and we uncovered them
and brought them to light.

1 Uvod

Co je to fraktal?

Fraktal je geometricky objekt, ktery je sobépodobny. To znamend, Ze pokud takovy objekt
pozorujeme v libovolném méfitku a pod jakymkoli zvétSenim, vzdy uvidime né&jaky
charakteristicky utvar. Pojem fraktal definoval matematik Benoit Mandelbrot na pielomu
60. a 70. let minulého stoleti. Samotné slovo vychazi z latinského slova fractus, coz znamena
rozbity, rozlamany. Je znamo nékolik druht fraktal. My jsme se zamé&fovali na dva druhy.
Prvnim z nich jsou klasické fraktdly, byly znamy jest¢ pied Mandelbrotem a snazily se
osvétlit hranice matematickych pojmi. DalSim druhem by mohly byt fraktidly v komplexni
roving.

Klasické fraktaly

Jedny z prvnich fraktalti vznikly jako pokus o nalezeni hranic matematickych pojmt, kdy
matematici vymysleli rizné matematické objekty vyhovujici definicim, ale svymi vlastnostmi
velmi podivné. Mezi tyto objekty muizeme zafadit napiiklad Cantorovu mnoZinu, ¢i
Sierpinského trojihelnik a koberec.

Cantorovu mnozinu lze ziskat, pokud z intervalu (0;1) odebereme prostfedni &asti
intervalu. Tim ziskame dva mensi intervaly. Ty dale délime stejné jako ten pivodni. Takto
pokracujeme az do nekonec¢na, az nam zbydou krajni body z kazdého intervalu. MnoZzina
téchto bodu se nazyva Cantorova. Je zajimava zejména svou nekonecnosti, spocetnosti. Zapis
jejich prvkl v pétkové soustaveé je tvofen Cislicemi mensSimi nebo rovnymi 2 — vyplyva ze
sobépodobnosti. Mlzeme si v§imnout, ze délka intervali je v jednom kroku stejnd. Cantor
sam se zabyval mohutnostmi mnozin.

Sierpinského trojuhelnik vznika z rovnostranného trojuhelniku vyplnéného cEernou
barvou. Poté¢ kazdy Cerny trojuhelnik rozdélime stfednimi ptickami na 4 shodné trojihelniky
a prostieni obarvime bile. Takto postupujeme do nekonec¢na. Pravidlo tvofeni daného objektu
se neustale opakuje do nekonecna a to je potvrzeni toho, ze objekt ma fraktalni vlastnosti.
Aplikaci Sierpinského trojuhelniku mtze byt oddéleni sudych a lichych ¢isel v Pascalové
trojuhelniku; ¢erné trojuhelniky — suda ¢isla, bilé trojihelniky - licha Cisla.
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Fraktaly v komplexni roviné
Tyto fraktaly jsou zobrazenim sloZitych mnoZin v komplexnich cislech. Mezi nejzndmé;jsi
takové mnoziny patii mnoZina Mandelbrotova a mnoziny Juliovy.
Mandelbrotova mnoZina je vytvofena iteraci funkce komplexni paraboly popsané
rovnici:
——

Cisla z, a ¢ lezi v komplexni roviné. Vlastné¢ se jednd o nekonecnou posloupnost
komplexnich &isel z,,z,,z,... Dalsi ¢len ziskdme vZdy umocnénim ptfedchoziho ¢lenu na
druhou a pficteni konstanty, kterd je v pfipadé Mandelbrotovy mnoZiny rovna ¢lenu z,.

Abychom rozhodli, jestli dany bod v komplexni roving lezi v Mandelbrotové mnozZin& nebo
ne, potiebujeme spocitat limitu posloupnosti zacinajici pravé timto bodem. Pokud je limita
rovna nekonecnu, tak bod v mnoziné nelezi, v opacném piipad¢ ano.

Juliovy mnoziny jsou téméf stejné. Rozdil je pouze v tom, Ze konstanta ¢ neni rovna
¢lenu z,, ale je stejnd pro vSechny body a libovolné¢ zvolend. Touto modifikaci

Mandelbrotovy mnoziny ziskame mnoho rtiznych a zajimavych tvart.

2 PocitaCové zobrazovani

Naplni naSeho projektu bylo zobrazovani fraktali pomoci programt, které jsme sami
naprogramovali. NaSe programy umoziuji dal§i manipulaci s vysledkem jako je posun
obrazu, zvétSeni (aZ do jist¢ miry kvili limitu velikosti datového typu double). V naSich
programech jsou implementovany funkce pro screenshot a dokonce i pro vytvofeni animace.
Vyuzivali jsme programovaci jazyky C, Java a Asymptote, coz je jazyk vytvofeny specialné
pro vektorovou grafiku.

Metodika zobrazovani fraktali v komplexni roviné

Pokud chceme zobrazit fraktal v komplexni roviné na pocitac¢i, musime se spokojit s
pribliznymi vypocty, protoze nejsme schopni spocitat nekonecny pocet ¢lenti posloupnosti
pro nekonecny pocet bodl, které lezi v rovin€é. VSe se bude odvijet od rozliSeni obrazku,
ktery budeme chtit vytvoftit. Nasledné si vybereme cast komplexni roviny, kterou budeme
zobrazovat a jednotlivé pixely naseho obrazku prepocitdme na body v této roviné. Pro tyto
body miizeme spocitat kone¢ny pocet Clenti a rozhodnout, jestli bod lezi v té konkrétni
mnozin€, kterou chceme zobrazit, ¢i nikoliv.

Mandelbrotova mnoZina

Pokud absolutni hodnota jednoho &lenu posloupnosti  z,,,=z.+c bude vétsi nez 2, tak lze
dokazat, Ze je posloupnost rostouci, a proto se jeji limita rovnd nekone¢nu. Pokud zadny ze
spocitanych ¢leni posloupnosti pro néjaky bod tuto hodnotu nepiesahne, tak nemtizeme
rozhodnout, zda lezi v Mandelbrotové mnoziné. U takovych bodii budeme piedpokladat, ze
opravdu lezi v Mandelbrotové mnozin€. Takové body obarvime ¢erné a zbylé body jinou
barvou, pficemz o barvé rozhoduje to, kolik jsme museli spocitat ¢lenti posloupnosti, nez
hodnota posledniho ¢lenu byla vétsi nez 2. Obarveni je esteticky dllezité, avSak pro ngj
neexistuji konkrétnéjsi pravidla.

Dalsi dulezitou soucasti programu je moznost vybrat si konkrétni ¢ast komplexni plochy,
kterou zobrazime. Nejjednodussi je ovladani pfes klavesnici. Sipkami se posouvame v
komplexni roviné¢ a pomoci + a - zvétSujeme nebo zmenSujeme plochu zobrazované ¢asti
roviny.



Metodika zobrazovani klasickych fraktali

Postupnou rekurzi funkce tvotici spirdlu (rekurze probiha do nekonecna) ziskame fraktdlni
objekt (obrazek 7). Kazdd spirdla znazornuje trajektorii objektu A, jez obiha kolem
hmotnéjsiho objektu (stfedu spirdly). Odstiediva sila plsobici na téleso A je menSi nez
gravitacni, kterd ho pfitahuje smérem do stfedu a proto se pohybuje po spirdlni dréze.
Ptiblizuje se ke stfedu, az jim bude pohlceno. Soustava spirdl predstavuje galaxii, kde
dochazi k postupnému pohlcovani objektdi méné hmotnych objekty vice hmotnymi.
Miniaturnich objektl trvale pfibyva, a tudiz nedojde k ukonceni procesu, tedy spiralni galaxie
je fraktalni mnozinou.

Vysledky
Vysledkem nasi prace jsou programy, které jsou schopné vygenerovat obrazy fraktald,
uvadime nekteré z nich.

Obrazek 1: Mandelbrotova mnoZina Obrazek 2: Juliova mnoZina

Obrazek 3:Vyrez Juliovy mnoZiny Obrazek 4: Vyrez Jliovy mnoziny



Obrdzek 5: Kubickd Obrdzek 6: Kubickd Juliova
Mandelbrotova mnoZina mnoZzina
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Obrazek 7: Klasicky fraktdl - spirdla
3 Zavér
Dozvédéli jsme se, co vSechno si mizeme pod pojmem fraktal predstavit. Pochopili jsme
teoreticky zéklad a dokéazali jsme graficky zobrazit fraktdly rGznych druhli pomoci
progromovacich jazykt C, Java a Asymptote. Vysledkem nasi prace je program, ktery
umoznuje prohlizeni fraktalnich mnozin a n¢kolik videi.
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