Derivace a integraly v kinematice
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Abstrakt

Derivace a integraly jsou dulezitym nastrojem matematiky s obrovskym vyuzitim
i v jinych oborech, nejen v kinematice. Pohyb je nedilnou soucasti naseho zivota a
jeho popis je diky derivacim a integralim snadny. S pouzitim 2. Newtonova zakona
jsme zjistovali, s jakym zrychlenim se rizné hmotnéa télesa pohybuji po vzduchové
draze a zda se namérené hodnoty shoduji s teoretickymi vypocty.

1 Uvod

Jiz Isaac Newton ¢i Gottfried Leibniz se na své védecké cesté setkali s derivacemi. Od té
doby jsou hojné vyuzivanym néastrojem v mnoha odvétvich. Vyznamné vyuziti maji také
integraly — operace inverzni k derivacim. Nasim cilem bylo blize se s nimi seznamit na
jednoduchych prikladech a poznat jejich vyznam v kinematickych rovnicich.

2 Teoreticky zaklad

V kinematice pocitame se ctyrmi zakladnimi veli¢inami: ¢as ¢, poloha x, rychlost v a zrych-
lenf a. Cas je nezavislou veli¢inou, na které zbylé t¥i zavisi. Poloha, rychlost a zrychleni
jsou tedy funkcemi ¢asu. Nyni budeme uvazovat rovnomérné zrychleny pohyb. Okamzité
zrychleni v case t je poté dano funkei

a(t) = a, (1)

kde a je pevné, jedna se tedy o konstantni funkci. Okamzita rychlost v case ¢ je dana

funkeci
v(t) = at + vy, (2)
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kde vy je pocatecéni rychlost. Jedna se o linearni funkci a grafem je primka. Okamzita
poloha v case t je dana funkci

1
x(t) = iatz + vot + o, (3)
kde x( je pocatecni poloha. Jedna se o kvadratickou funkci, jejiz grafem je parabola.
Mezi témito veli¢inami plati nasledujici vztahy. Rychlost je obecné definovana jako
casova zména polohy. Matematicky zapsano

o(t) = &(t), (4)

kde tecka znaci derivaci podle ¢asu. Analogicky, zrychleni je casovou zménou rychlosti,
tedy

a(t) = o(t). ()
Dosazenim vztahu (1), (2), (3) do téchto definic lze snadno ovérit, ze tyto vztahy obecné
definice splnuji.
Chceme-li tyto vztahy obratit, pouzijeme Casovou integraci (znac¢ime symbolem [ dt).
Plati tedy

(t) = / oty dt a o(t) = / a(t) dt. (6)

Integrdl ma obecné vyznam plochy pod funkei. Diky tomu muzeme vztahy (2) a (3)
odvodit z geometrie. Plocha pod konstantni funkei (1) je obdélnik o rozméru at. To je
hledana rychlost v, k niz je tfeba pricist integracni konstantu vy majici vyznam pocatecéni
rychlosti. Vztah (2) je timto odvozen.

Plocha pod linedrni funkei (2) je pravouhly lichobéznik, ktery lze rozlozit na obdél-
nik o obsahu vyt a trojuhelnik. Tento trojuhelnik méa odvésny o délkach ¢ a at. Plocha
trojuhelniku je %atQ. Sec¢tenim obsahti obdélniku a trojihelniku ziskame pozici z, k niz je
tfeba pricist integracni konstantu zo majici vyznam pocatecni polohy. Vztah (3) je timto
odvozen.

3 Experiment

3.1 Princip

Kinematické zakony v bézném zivoté nefunguji presné podle vzorct a jednim z diavodu je
treni. Checeme-li tedy zkoumat jejich platnost, je potfeba zajistit, aby se téleso pohybovalo
bez treni. K tomu slouzi napiiklad vzduchovd draha, na které jsou voziky nadnasSeny
vzduchovym polstarem. Nedochazi zde ke styku ploch a tim padem ani ke tieni.

K voziku jsme pripevnili zavazi provazkem visicim pres kladku. Zavazi vlivem své
hmotnosti padalo smérem k zemi s gravitacnim zrychlenim g a tahlo za sebou vozik,
ktery vlivem této sily konal rovnomérné zrychleny pohyb. Pro zrychleni a voziku z 2.
Newtonova zakona plati
= @

v + MZ
kde M, je hmotnost zavazi, M, je hmotnost voziku a ¢ je tihové zrychleni. V programu
DataStudio [1] jsme méFili polohu voziku pomoci ultrazvukového senzoru — vozik mél
pripevnénou odraznou plochu. Zrychleni voziku jsme méftili pro rizné hmotnosti M, zavazi
a rizné hmotnosti M, voziku pomoci prolozeni namétenych dat parabolou — obr. 1.

a



3.2 Vysledky

Namérené hodnoty se nachéazi v tabulkach 1 a 2.

Tabulka 1: Namérené hodnoty zavazi. M je hmotnost vozicku. m; je hmotnost prvniho a
msy je hmotnost druhého zavazi. m,4 je hmotnost prvniho, mp je hmotnost druhého a m¢
je hmotnost tretiho typu zavazi na vozicku.

Mgl mi[g] molg] malg] mplg] mclg
210,58 26,86 47,92 74,36 48,38 19,32

Tabulka 2: Namérené hodnoty zrychleni a hmotnosti. M, je hmotnost zavazi, M, je celkova
hmotnost vozicku, ., je namérené zrychleni a as, je teoretickd dopocitana hodnota
zrychleni ze vztahu (7). Aa je relativni odchylka namérené hodnoty od teoretické dand
vztahem (et — Geo) /Gieo-

M, [g] M, [g] Arear £ 0 [MS™2] a4 (ms™]  Aa [%]
my M 0025 £0010  L1I0 1671
m M +2me 0,811 40,012 0,955 15,09
m M +2mp 0,661 £+ 0,007 0,789 16,24
my M +2my 0,557 + 0,001 0,683 18,35

Mo M 1,563 40,013 1,819 14,07
Mo M+ 2m¢e 1,368 £ 0,051 1,583 13,56
3.3 Diskuze

Po porovnani namétrenych hodnot s vypocitanymi jsme zjistili, Ze jejich procentudlni roz-
dily jsou u vsech priblizné stejné — namérené hodnoty zrychleni byly vzdy o ptiblizné 15
% niz$i nez vypocitané. Toto porovnani jsme také vynesli do grafu na obr. 2 a prolozili
primkou v programu Gnuplot [2]. Z prolozeni dat lze dojit ke stejnému zavéru — redlné
hodnoty jsou nizsi nez predpovézené.

Z toho lze vyvodit, ze doslo k systematickym chybam. Jelikoz jsme zrychleni mérili
v dobé mezi prvnim a druhym odrazem vozicku od gumicky, je pravdépodobné zZe vozicek
ztratil ¢ast svoji energie. Dale jsme pri vypoctu nevzali v potaz odpor vzduchu odrazné
plochy senzoru. Je také mozné, ze navzdory nadnaseni vzduchem dochéazelo ke treni a ze
vzduchova draha nemusela byt presné vyvazena.

4 Shrnuti

Béhem vypracovavani projektu jsme se naucili zaklady derivaci a integral, odtvodnili si
jejich pouziti v kinematice a néasledné jsme nase nové nabyté znalosti pouzili pri méreni
zrychleni vozicku na vzduchové draze.
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Obrazek 1: Graf ¢asové zavilosti polohy vozicku na vzduchové draze (z = x(t)). Data byla

prolozena funkef f(t) = At*+ Bt+C. Porovnanim s funkef (3) vidime, ze A =

C:.T().
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Obrazek 2: Graf zavislosti naméfeného zrychleni a,..,; (tab. 2) na zrychleni vypocteném
ze vztahu (7) Body byly proloZeny pfimkou f(z) = 0,886x — 0,0433. V idedlnim piipadé

by zavislost byla f(x) = x.
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Obrazek 4: Fotografie vzduchové drahy s vozickem.
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