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Abstrakt:

Nekteré objekty kazdodenniho Zivota se vymykaji klasickému pojeti dimenze. Typicky
fraktalni objekty (napf. struktura listu kapradi) lze ovSem -charakterizovat zobecnénou
dimenzi. V ¢lanku se zabyvame jednou z numerickych metod, box-counting, k odhadu této
dimenze riznych objektld — obrazkl a zvukovych signala.

Pomoci box-counting metody jsme urcili dimenzi nékolika struktur z kazdodenniho zivota,
at’ uz obrazkovych ¢i zvukovych a rovnéz jsme vytvofili fyzikdlni model — zaSumény
zvukovy kandl, ktery jsme metodou analyzovali. Tyto vysledky jsou unikétni, protoze
charakterizuji Sum v takovém systému, a to jednoduchym a neotfelym zptisobem.

1 Uvod

BéZzn¢ se setkavadme s celoCiselnymi dimenzemi (D) napt. ptfimka D=1, rovina D=2 atd.
Existuji 1 objekty s necelo¢iselnou dimenzi - napft. fraktaly. Fraktal je sobépodobna struktura,
ktera muze byt v ptirodé v podobé listu kapradi, koralu a snéhové vlocky atd. nebo
v matematickych modelech napf. Sierpinského koberec ¢i Kochova vlocka.

K zjistovani dimenze fraktalu pouzivame numerickou metodu box-counting. Metoda je
zalozend na rozdéleni obrdzku cEtvercovou siti, kde pocet CtvereCkl piekryvajicich objekt
zavisi na hustoté ¢tvercové sit€. Vyuzijeme ji k zjistovani dimenze riznych obrazkt fraktalt
a zvukovych stop.

2 Dimenze

Celociselné dimenze (D) jsou napf. u pfimky D=1, roviny D=2, prostoru D=3 atd. Pokud
bychom m¢li usecku o délce 1j a pravitko o rozméru 1j, 1x by se veSlo na useCku. Pokud
bychom pravitko zmen$ili na rozmér 1/2j, veSlo by se na useCku 2x. Dale bychom
pokracovali, az k hran¢ 1/n potiebovali bychom n pravitek, abychom pokryli ise¢ku. Podobné
miZeme pracovat i s rovinou - métitko étverec nebo prostorem - méfitko krychle.

. s pocet potiebnych métitek na pokryti (Ng)
Délka méfitka (€) ptimka rovina Prostor
1 1 1 1
1/2 2 4 8
1/3 3 9 27
1/n n n” n°

Tab. 1 Pokryvani zakladnich objektd elementarnim méfitkem




Z tabulky 1 je vidét, Ze dimenze objektu je v exponentu:
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Z této myslenky definujeme obecny vzorec dimenze:
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Limita ve vzorci zohlediiuje zjemnovani méfitka. Minimum provadime pfes vSechna mozna
pokryti objektu otevienymi mnozinami o pruméru €. Toto minimum do definice klademe,
abychom objekt pokryvali optimalné.

V praxi jsou samoziejme i utvary s necelo¢iselnou dimenzi — napt. fraktaly. Prikladem je
Kochova vlocka. Zakladem je trojuhelnik. Kazdou tuseCku rozdélime na tfi casti a
nad prostfedni Casti vytvofime rovnostranny trojuhelnik bez zakladny. Tento postup se
opakuje nekoneénékrat. Pro volbu e = 1/ 3"— N, = 4",
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3 Box-counting

Box-counting metoda je zalozena, jak nazev napovida na rozdéleni obrazku do ¢tverecki
(boxti). Tato metoda pracuje numericky a skute¢nou dimenzi pouze aproximuje. Box-
counting sestava z nasledujicich krok:

e  Zvoli se n, které dé€li rozmér obrazku.

e  Vytvofi se ¢tvercova sit’ n X n, do jednotlivych bunék se zapiSe 0, kdyz buiika

pfenesena do obrazku nepokryva zvoleny objekt, zapiSe se 1, kdyZ objekt pokryva.

e Sectenim cCisel v boxech dostavame pocet boxti N, které pokryvaji objekt pti daném n.

e Do grafu vyneseme bod [logn, log N].

e Tyto kroky opakujeme pro rliznéa n, ¢imz se ziska soustava bodi, kteréa se prolozi

ptimkou f(x) = ax + b.

e Sklon pfimky a je odhadem dimenze objektu.

Skuteéné, odlogaritmovanim vzorce z definice dimenze (3) dostavame, ze dimenze je pomér
mezi veli¢inou log N alogn Vv limité n — oo (tj. rozmér boxt jde k 0).

Metoda box-counting se dopousti oproti definici chyby spocivajici ve zjednoduSeni dvou
situaci: 1) nepokryvé objekt z4jmu otevienymi mnozinami, a to co nejuspornéj$im zplisobem,
ale ¢tverci s urcitym uspofadanim; 2) neprovadi limitu n — oo, ale v nejlep$im pfiblizeni pro
n blizké rozliSeni obrazku. Velikost této chyby nelze dobfe odhadnout, ale jeji existenci je
potieba mit na zteteli.

4 Analyza obrazku

Nez budeme moct pouzit metodu box-counting, nejdiiv musime obrazky fraktali upravit.
Obrazek jsme ofizli do ¢tvercového tvaru s vhodnym rozlisenim. Poté byl obrazek nahran do
prostiedi Matlab, jako trojice obrazkti v RGB spektru. Za pomoci vzorecku (5) jsme je
prevedli z RGB spektra do BW(Eernobilého) spektra:



0,21226 R + 0,7152 G + 0,0722 B (5)

Na kazdy obrazek pouzijeme metodu box-counting, ktera odhadne dimenzi hranice objekti
na obrazku. Vysledné odhady pro dva vzory jsou na obrazcich 1,2. Tyto obrazky zjevné
vykazuji fraktalni strukturu, dimenze vychazi 2 > D > 1.

Obr. 2 Motiv kapradi, dim=1,70

5 Analyza zvuku

K analyze jsou vybrany rizné znamé zvuky vcetné¢ skladeb rtznych zanri. Abychom je

mohli zpracovat, upravujeme je do podoby obrazki. Ze zvukové stopy vyjmeme kousek o

vhodné $ifce (0 5040 datech). Tento kousek zakodujeme do nulové matice o rozméru

5040x5040 nasledujicim zptsobem. i-tou hodnotu X; zaneseme tak, Ze v i-tém sloupci
vepiseme hodnoty 1 az do yj-tého fadku, kde

5039x;+5041
Yi = [ 2 J

(6)

Tato matice ale tvoti Cernobily obrazek, na ktery aplikujeme metodu box-counting, ¢imz
ziskame dimenzi vybrané ¢asti zvukové stopy. Toto opakujeme v pribéhu zvukové stopy.

Dimenze 1 odpovida ¢istému zvuku, dimenze 2 odpovida Sumu (ndhodnému signalu).

2 T T T T T

] ] ] ] ] ] ]
s
2000 4000 £000 8000 10000 12000 14000

Obr. 3 Zména dimenze zvukové stopy v jejim prubéhu — B. Smetana, Vitava (midi)

Z obrazkua 3,4 je ziejmé, Ze se dimenze v pribéhu skladby méni, protoze se meéni hudebni
nastroje. Zvuk flétny ¢i housli vykazuje nizsi dimenzi, nez triangl, lidsky hlas ¢i tleskani. To



zjevné souvisi s frekvencni charakteristikou nastroji — flétny generuji Cisté tony, zatimco

lidsky hlas je komplexni zvuk, uder do trianglu vyvola slozitou zmét’ zvuki.
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Obr. 4 Zména dimenze zvukové stopy v jejim prabéhu — Queen, We Will Rock You

Zkonstruujeme nyni model, ktery bude simulovat poslouchani zvuku prochazejiciho
Sumovym kandlem. Zvuk budeme simulovat kiivkou ~sinx a Sum nidhodnym signalem
rand(x). Tyto dva signaly budeme kombinovat do jednoho signalu g(x):

g(x) = (1 —p)sinx + p rand(x) (7)

Tento signal zpracujeme pro riizné hodnoty parametru p podél deseti period (tj. x €
(0,207m)) zpisobem analogickym jako vySe. Za x volime 5040 hodnot ekvidistantné
rozdélenych po intervalu a vytvofime matici zachycujici naruSeny zvukovy signal. Na matici
aplikujeme metodu box-counting a ziskame pro parametr p hodnotu dimenze, ktera znaci, jak
moc je signal naruSen (pfipomindme, ze dimenzi 1 ma idedlni Cisty zvuk, dimenzi 2 ma
ideélni Sum). Vysledna data jsou na obrazku 5. Aby byly vysledky srovnatelné, pro vSechna p
jsme pouzili stejny Sumovy signal.
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Obr. 5 Zavislost dimenze na pfimési Sumu.



V piipadé p = 1, tj. signal je tvofen pouze Sumem, dala box-counting metoda dimenzi
zhruba 1,92. Hodnot€ 2 se ovSem lze pouze piiblizit, jednak diky tomu, Ze metoda samotna je
zatizena chybou, a také proto, ze nami vytvofeny Sum neni idealni, za aproximaci je
zodpovédny piechod od signalu g(x) k diskrétni mnozing dat.

Data byla prolozena funkci f(x) = aarctan(bx + c) + d, ktera odpovida velmi dobie
vypoctené zavislosti (jak se 1ze presvédcit z obrazku 5); nalezené parametry jsou

Parametr Hodnota Sti. kvadr. odchylka
a 1,0034 +0,0284
b 6,2258 +0,0877
o 0,4875 +0,0349
d 0,4937 +0,0426

Sum tedy ptispiva k dimenzi zvukové stopy prostiednictvim funkce arctan.
6 Shrnuti

Cilem nasi prace bylo zjistit, jakou dimenzi maji véci z naSeho Zivota, které maji nevsedni
strukturu. Pracovali jsme s obrazky fraktalt, konkrétné s modelem listu kapradiny a modelem
rostliny a téz jsme pracovali se zvukovymi stopami, napi. skladbou Vltava.

Na obrazky jsme po upravé pouzili metodu box-counting, coz je numerickd metoda
odhadujici dimenzi objektu. Zvukové stopy jsme trikem ptevedli na obrdzky, které jsme
rovnéz zpracovali metodou box-counting.

Z téchto analyz jsme zjistili, ze utvary V ptirod¢, napt. obrys listu kapradi skutecné ma
fraktalni strukturu, nebot’ maji dimenzi 2>dim>1. Zdznamy skladeb maji dimenzi zhruba 1,5,
coz ukazuje na komplexni strukturu, kterd ovS§em ma daleko do chaotického Sumu. Dimenze
se v pribchu skladby ménila podle pouzitych néstrojl, napt. je zietelny rozdil mezi flétnami a
trianglem, ¢i tleskdnim. Ze zvukovych stop mél nejvyssi dimenzi zdznam projizdéjicich aut,
ktery co do dimenze odpovidal téméf dokonale samotnému Sumu.

Nami vytvofeny model zvukového kanalu odhalil zavislost dimenze na pfitomnosti Sumu ve
tvaru funkce arctan.
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