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Abstrakt

Práce pojednává o konstrukci komplexńıch fraktál̊u (jako jsou Mandelbrotova
množina a Juliovy množiny), hyperkomplexńıch fraktál̊u (za pomoci kvaternion̊u) a
matematikou, která je za konstrukćı těchto množin. U problematiky zobrazeńı hy-
perkomplexńıch množin se práce zabývá také redukćı dimenźı za pomoci lineárńıch
podprostor̊u.

1 Úvod

V práci se zabýváme konstrukćı komplexńıch fraktál̊u a jejich zobecněńım do vyšš́ıho
č́ıselného oboru. Fraktály jsou objekty vykazuj́ıćı podobné vlastnosti na r̊uzných škálách.

Jedńım z nejznáměǰśıch fraktál̊u, j́ımž se zabýváme, je Mandelbrotova množina. Daľśım
př́ıkladem fraktál̊u jsou Juliovy množiny, které jsou v jistém smyslu duálńı k Mandelbro-
tově množině.

Komplexńı fraktály jsme poté zobecnili do čtyř dimenźı pomoćı kvaternion̊u, což jsou
čtyř-dimenzionálńı č́ısla, která zavedl W. R. Hamilton a použ́ıvaj́ı se např́ıklad pro repre-
zentaci rotaćı v tř́ırozměrném prostoru.

2 Fraktály

Mandelbrotova množina

Jestliže c = x + i y, kde i je imaginárńı jednotka, x, y ∈ R a i2 = −1, řekneme, že c je
komplexńı č́ıslo, c ∈ C. Mějme posloupnost

zn+1 = z2n + c, (1)

kde z0 = c (nazýváme to nultou iteraćı) a n ∈ N.
Do Mandelbrotovy množiny potom patř́ı taková č́ısla c, pro něž je posloupnost (1)

omezená. Při vykreslováńı je hledána taková iterace n, pro kterou nastane: |zn| > 2.
Takové c do množiny nepatř́ı. Nalezená hodnota n je použita pro obarveńı daného bodu.
[2] (Obr. 1a)



Juliova množina

Na rozd́ıl od Mandelbrotovy množiny je množina Juliova předepsána vztahem

zn+1 = z2n + d, (2)

kde d je libovolné komplexńı č́ıslo. Z toho vyplývá, že Juliových množin je nekonečně
mnoho. (Obr. 1b)

Kvaterniony

Zobecněńım komplexńıch č́ısel dostaneme čtyř-dimenzionálńı hyperkomplexńı č́ısla – kva-
terniony. Jejich tvar je následuj́ıćı: q = a + b i + c j + dk, kde a, b, c, d ∈ R a i, j, k jsou
imaginárńı jednotky, pro něž plat́ı tyto vztahy:

i2 = j2 = k2 = −1

ij = −ji = k

ik = −ki = −j
jk = −kj = i,

potom q ∈ H. [1]

Hyperkomplexńı fraktály

Rozš́ı̌ŕıme-li předchoźı množiny do vyšš́ıch dimenźı, tak dostaneme hyperkomplexńı fraktály,
což jsou čtyř-rozměrné množiny, které jsou definovány jako Juliovy množiny, kde z, d ∈ H.

Lineárńı podprostory

Protože jsou hyperkomplexńı fraktály čtyř-dimenzionálńı struktury, tak je třeba pro jejich
zobrazeńı sńıžit dimenzionalitu množiny volbou vhodného lineárńıho podprostoru.

Mějme prostor všech n-tic reálných č́ısel P = Rn o dimenzi n. Chceme-li vytvořit
lineárńı podprostor Q o dimenzi k, vezmeme všechny lineárńı kombinace lineárně nezávislých
vektor̊u (~x1, ~x2, ... , ~xk):

Q =

{
k∑

i=1

ai ~xi

∣∣∣∣ a1, ..., ak ∈ R

}
. (3)

V našem př́ıpadě byl potřeba tř́ı-dimenzionálńı (Obr. 2a) a dvou-dimenzionálńı (Obr.
2b) podprostor, na němž jsme hyperkomplexńı fraktál vykreslovali. [3]

3 Shrnut́ı

Za pomoci softwaru Wolfram Mathematica jsme vygenerovali obrazy výše zmı́něných
fraktálńıch množin. Zaj́ımavé bylo, když jsme se snažili zkonstruovat podobu čtyř-dimenzionálńıho
fraktálu v tř́ı-dimenzionálńım lineárńım podprostoru, kdy jsme hledali v každém bodě
předem určené roviny všechny vektory kolmé na danou rovinu, pro něž měla být iterace
koncového bodu nejvyšš́ı, takové body tvořily okraj fraktálu.



(a) Mandelbrotova množina (b) Juliova množina, d = −0.77−0.21i

Obrázek 1: Komplexńı fraktály

(a) 2D podprostor (b) 3D podprostor

Obrázek 2: Hyperkomplexńı fraktály, d = −0.45 + 0.24i− 0.52j + 0.36k
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