Vypocet obsahu plosnych obrazcii
metodou Monte Carlo
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Abstrakt

Cilem tohoto miniprojektu bylo zkoumat metodu Monte Carlo a jeji vyuziti
na vypocet obsahu plosnych Gtvart. Zaméfili jsme se na jeji vyhody oproti jinym
metoddm a na jeji realizaci jsme vyuzivali generatory pseudonahodnich ¢isel pro-
gramovacich jazykt Python a Java.

1 Uvod

Zjistovani obsahu plochy obrazci, které zname jiz od zakladni koly, nam nedéla problém.
Mohou to byt rizné kruhy, ¢tverce, kosodélniky a spousty dalsich jednoduchych obrazcii.
Na vypocet pouzivame riizné vzorce, které si umime snadno odvodit. Kdyz chceme spoci-
tat obsah plochy néjakého neznamého tvaru, mizeme vyuzit integrace, ale v pripadé, ze
méame napi. implicitné zadanou funkei (322 —y?)%y% — (22 +12)* = 0, tak uz jej tak snadno
integraci nespocitame.

Mizeme pouzit takzvanou obdélnikovou metodu, tj. celou oblast pod krivkou vyplnime
obdélniky tak, ze budou mit stejné dlouhou zakladnu a vyska se bude rovnat funkéni
hodnoté v daném bodé. Soucet obsahti vSech téchto obdélnik nam pak dava pribliznou
hodnotu obsahu plochy pod kfivkou. Jak je vidét, tak pri této metodé dochdazi k chybé.
Tuto chybu muzeme minimalizovat zmensovanim zakladny prolozenych obdélniki, viz
obrazek 1.

Ale i tato metoda znac¢né zaostava za metodou Monte Carlo a to tim, ze kdyz chceme
spocitat obsah plochy nékterého obrazce, u kterého nezname explicitni predpis (tj. funkéni
zavislost y na z), tak to obdélnikovou metodou tak snadno nepijde. Dalsi problém, ve kte-
rém je metoda Monte Carlo vyhodnéjsi k pouziti, je po¢itani objemi vicedimenzionalnich
téles.
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Obrézek 1: Obdélnikova metoda — vizualizace chyby: Zluté ¢asti znazoriuji chybu zptiso-
benou neuplnym vyplnénim oblasti pod krivkou.

2 Postup

Cely postup vypoctu plochy metodou Monte Carlo [2] si miizeme vysvétlit na piikladu,
kdy pouZijeme ¢tvercovou oblast a Sipky, kterymi se do ¢tverce budeme trefovat (to odpo-
vida generovani nahodnych bodi X[z, y]). Ve ¢tverci budeme poéitat plochu pod zadanou
k¥ivkou. Hledany obsah vypod¢teme jako souc¢in poméru hodt trefenych do prostoru pod
kiivkou ku vSem hodiim a obsahu obklopujiciho ¢tverce. Tudiz odhad plochy pod kfivkou
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3 Experimenty

3.1 Hodnota =

Jako prvni jsme se pokusili vypocitat hodnotu 7. Pomoci generatoru pseudonahodnych
¢isel jsme nahodné vykreslovali body v jednotkovém c¢tverci opsaném c¢tvrtkruznici. Podle
vzorce (1) pak vypocitame obsah ¢tvrtkruznice s polomérem 1, tj. hodnotu §. Vynasobeno
¢tyfmi ndm da hodnotu 7. Se zvétsujicim se poctem bodi se zvétsuje také presnost naseho
odhadu, viz nésledujici tabulka.

10 100 1000 10000 100000 1000000
3.1240 | 3.1492 | 3.1328 | 3.140688 | 3.141664 | 3.14198

3.2 Plocha pod sin?(x) cos?(x)

Na zjisténi efektivnosti této metody jsme pouzili kiivku, u které jsme si dokdzali vypocitat
pfesnou hodnotu ji omezené plochy. Jde o k¥ivku f(z) = sin®(z) cos®(z) a hledanou plochu



vypocitame nasledovné

z t=sinx
/ sin2(x) COSB(JJ) dr = | qt =
0 — =CosT
dx

S touto presnou hodnotou budeme porovnavat nase vlastni spocitané hodnoty se zavislosti
na poctu realizaci, tzn. vygenerovanych bodi.

# bodt 100 1000 10000 100000 1000000 | 10000000
plocha | 0.1099557 | 0.1341460 | 0.1311300 | 0.1337156 | 0.1334444 | 0.133339

3.3 Implicitné zadana krivka

Na zavér jsme zkusili aplikovat tuto metodu na obrazec, u kterého neni snadné spocitat
jeho plochu. Jde o kiivku uréenou implicitné predpisem (32?2 — y*)?y? — (2% + y?)* = 0.
Pocitacem vygenerované body lze vyuzit také k vykresleni tohoto obrace tak, ze bodim
lezicim vné dame jinou barvu nez tém uvnitt, viz obrazek 2.

Obrazek 2: Vysledek simulace — body uvniti jsou modré a body vné ¢erné.

Tetokrat jsme kromeé zvétSovani presnosti vypoctu plochy sledovali také odhad chyby.
Odhad hledané plochy pocitame jako aritmeticky primeér deseti opakovani experimentu.
Chybu odhadujeme pomoci smérodatné odchylky [3]

1
o= 4|— x; —T)?,
N1 2D
=1
kde N je pocet méfeni, x; vysledek i-tého méfeni a Z aritmeticky primér. Je zndmo [1],
ze pri Monte Carlo integraci smérodatna odchylka se vzriistajicim N klesa jako \/LN Jak
je vidét z posledniho fadku nasledujici tabulky, nase vysledky tomuto faktu vyhovuji.



Pocet realizaci 10 100 103 10% 10° 108 107
Méfeni 1 8.1000 | 7.6500 | 7.4790 | 7.4682 | 7.4245 | 7.4304 | 7.4301
Méteni 2 8.1000 | 7.1100 | 7.4070 | 7.4466 | 7.4550 | 7.4368 | 7.4288
MéFeni 3 7.2000 | 7.4700 | 7.5870 | 7.4061 | 7.4332 | 7.4311 | 7.4273
Méfeni 4 7.2000 | 7.8300 | 7.5060 | 7.3989 | 7.4436 | 7.4298 | 7.4318
Méteni 5 7.2000 | 7.2900 | 7.6230 | 7.4637 | 7.4292 | 7.4307 | 7.4307
Méteni 6 6.3000 | 8.1900 | 7.4520 | 7.4799 | 7.4247 | 7.4309 | 7.4281
Méteni 7 4.5000 | 7.8300 | 7.4970 | 7.4835 | 7.4335 | 7.4319 | 7.4296
Méfeni 8 7.2000 | 7.4700 | 7.3800 | 7.4385 | 7.4173 | 7.4245 | 7.4283
MéFeni 9 4.5000 | 7.6500 | 7.1820 | 7.4583 | 7.4316 | 7.4329 | 7.4298
Méfeni 10 6.3000 | 7.5600 | 7.2630 | 7.4295 | 7.4142 | 7.4285 | 7.4312
Arit. prameér 6.6600 | 7.6050 | 7.4376 | 7.4473 | 7.4307 | 7.4308 | 7.4296
Smér. odchylka | 1.2869 | 0.3037 | 0.1362 | 0.0291 | 0.0120 | 0.0031 | 0.0014

4 Zavér

Zavérem bychom fekli, Ze metodou Monte Carlo mizeme fesit tlohy tykajici se vypoctu
obsahil plosnych obrazcii s velikou pfesnosti, aniz bychom museli pouzit integrace. Nase
experimenty ukazaly, Ze touto metodou jsme schopni vypocitat plochu libovolného obrazce
ohranic¢eného kiivkou.
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