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Abstrakt

Cílem tohoto miniprojektu bylo zkoumat metodu Monte Carlo a její vyu¾ití

na výpoèet obsahu plo¹ných útvarù. Zamìøili jsme se na její výhody oproti jiným

metodám a na její realizaci jsme vyu¾ívali generátory pseudonáhodních èísel pro-

gramovacích jazykù Python a Java.

1 Úvod

Zji¹»ování obsahù plochy obrazcù, které známe ji¾ od základní ¹koly, nám nedìlá problém.
Mohou to být rùzné kruhy, ètverce, kosodélníky a spousty dal¹ích jednoduchých obrazcù.
Na výpoèet pou¾íváme rùzné vzorce, které si umíme snadno odvodit. Kdy¾ chceme spoèí-
tat obsah plochy nìjakého neznámého tvaru, mù¾eme vyu¾ít integrace, ale v pøípadì, ¾e
máme napø. implicitnì zadanou funkci (3x2−y2)2y2−(x2+y2)4 = 0, tak u¾ jej tak snadno
integrací nespoèítáme.

Mù¾eme pou¾ít takzvanou obdélníkovou metodu, tj. celou oblast pod køivkou vyplníme
obdélníky tak, ¾e budou mít stejnì dlouhou základnu a vý¹ka se bude rovnat funkèní
hodnotì v daném bodì. Souèet obsahù v¹ech tìchto obdélníkù nám pak dává pøibli¾nou
hodnotu obsahu plochy pod køivkou. Jak je vidìt, tak pøi této metodì dochází k chybì.
Tuto chybu mù¾eme minimalizovat zmen¹ováním základny prolo¾ených obdélníkù, viz
obrázek 1.

Ale i tato metoda znaènì zaostává za metodou Monte Carlo a to tím, ¾e kdy¾ chceme
spoèítat obsah plochy nìkterého obrazce, u kterého neznáme explicitní pøedpis (tj. funkèní
závislost y na x), tak to obdélníkovou metodou tak snadno nepùjde. Dal¹í problém, ve kte-
rém je metoda Monte Carlo výhodnìj¹í k pou¾ití, je poèítání objemù vícedimenzionálních
tìles.



poèet obdélníkù = 10 poèet obdélníkù = 40

Obrázek 1: Obdélníková metoda { vizualizace chyby: ®luté èásti znázoròují chybu zpùso-
benou neúplným vyplnìním oblasti pod køivkou.

2 Postup

Celý postup výpoètu plochy metodou Monte Carlo [2] si mù¾eme vysvìtlit na pøíkladu,
kdy pou¾ijeme ètvercovou oblast a ¹ipky, kterými se do ètverce budeme trefovat (to odpo-
vídá generování náhodných bodù X[x, y]). Ve ètverci budeme poèítat plochu pod zadanou
køivkou. Hledaný obsah vypoèteme jako souèin pomìru hodù trefených do prostoru pod
køivkou ku v¹em hodùm a obsahu obklopujícího ètverce. Tudi¾ odhad plochy pod køivkou
získáme

Spod køivkou =
#bodù pod køivkou

#v¹ech bodù
Sètverce. (1)

3 Experimenty

3.1 Hodnota π

Jako první jsme se pokusili vypoèítat hodnotu π. Pomocí generátoru pseudonáhodných
èísel jsme náhodnì vykreslovali body v jednotkovém ètverci opsaném ètvrtkru¾nici. Podle
vzorce (1) pak vypoèítáme obsah ètvrtkru¾nice s polomìrem 1, tj. hodnotu π

4
. Vynásobeno

ètyømi nám dá hodnotu π. Se zvìt¹ujícím se poètem bodù se zvìt¹uje také pøesnost na¹eho
odhadu, viz následující tabulka.

10 100 1000 10000 100000 1000000
3.1240 3.1492 3.1328 3.140688 3.141664 3.14198

3.2 Plocha pod sin2(x) cos3(x)

Na zji¹tìní efektivnosti této metody jsme pou¾ili køivku, u které jsme si dokázali vypoèítat
pøesnou hodnotu jí omezené plochy. Jde o køivku f(x) = sin2(x) cos3(x) a hledanou plochu



vypoèítáme následovnì∫ π
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S touto pøesnou hodnotou budeme porovnávat na¹e vlastní spoèítané hodnoty se závislostí
na poètu realizací, tzn. vygenerovaných bodù.

# bodù 100 1000 10000 100000 1000000 10000000
plocha 0.1099557 0.1341460 0.1311300 0.1337156 0.1334444 0.133339

3.3 Implicitnì zadaná køivka

Na závìr jsme zkusili aplikovat tuto metodu na obrazec, u kterého není snadné spoèítat
jeho plochu. Jde o køivku urèenou implicitnì pøedpisem (3x2 − y2)2y2 − (x2 + y2)4 = 0.
Poèítaèem vygenerované body lze vyu¾ít také k vykreslení tohoto obrace tak, ¾e bodùm
le¾ícím vnì dáme jinou barvu ne¾ tìm uvnitø, viz obrázek 2.

Obrázek 2: Výsledek simulace { body uvnitø jsou modré a body vnì èerné.

Tetokrát jsme kromì zvìt¹ování pøesnosti výpoètu plochy sledovali také odhad chyby.
Odhad hledané plochy poèítáme jako aritmetický prùmìr deseti opakování experimentu.
Chybu odhadujeme pomocí smìrodatné odchylky [3]

σ =

√√√√ 1

N − 1

N∑
i=1

(xi − x̄)2,

kde N je poèet mìøení, xi výsledek i-tého mìøení a x̄ aritmetický prùmìr. Je známo [1],
¾e pøi Monte Carlo integraci smìrodatná odchylka se vzrùstajícím N klesá jako 1√

N
. Jak

je vidìt z posledního øádku následující tabulky, na¹e výsledky tomuto faktu vyhovují.



Poèet realizací 10 100 103 104 105 106 107

Mìøení 1 8.1000 7.6500 7.4790 7.4682 7.4245 7.4304 7.4301
Mìøení 2 8.1000 7.1100 7.4070 7.4466 7.4550 7.4368 7.4288
Mìøení 3 7.2000 7.4700 7.5870 7.4061 7.4332 7.4311 7.4273
Mìøení 4 7.2000 7.8300 7.5060 7.3989 7.4436 7.4298 7.4318
Mìøení 5 7.2000 7.2900 7.6230 7.4637 7.4292 7.4307 7.4307
Mìøení 6 6.3000 8.1900 7.4520 7.4799 7.4247 7.4309 7.4281
Mìøení 7 4.5000 7.8300 7.4970 7.4835 7.4335 7.4319 7.4296
Mìøení 8 7.2000 7.4700 7.3800 7.4385 7.4173 7.4245 7.4283
Mìøení 9 4.5000 7.6500 7.1820 7.4583 7.4316 7.4329 7.4298
Mìøení 10 6.3000 7.5600 7.2630 7.4295 7.4142 7.4285 7.4312
Arit. prùmìr 6.6600 7.6050 7.4376 7.4473 7.4307 7.4308 7.4296

Smìr. odchylka 1.2869 0.3037 0.1362 0.0291 0.0120 0.0031 0.0014

4 Závìr

Závìrem bychom øekli, ¾e metodou Monte Carlo mù¾eme øe¹it úlohy týkající se výpoètu
obsahù plo¹ných obrazcù s velikou pøesností, ani¾ bychom museli pou¾ít integrace. Na¹e
experimenty ukázaly, ¾e touto metodou jsme schopni vypoèítat plochu libovolného obrazce
ohranièeného køivkou.
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