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Abstrakt

Našim úkolem bylo seznámit se s optimaliza ními úlohamič  mezi ne  pat i variace naž ř  
Keplerovu úlohu o d lových koulíchě . Hlavní náplní našeho mini-projektu bylo zejména 
ešení t chto optimaliza ních otázek. Kř ě č  naší práci jsme pou ívali nástroj vž  MS Excelu, 
EŠITEL (SOLVER),Ř  který nám poskytl numerická ešení . Tyto hodnoty  jsme následnř ě 

porovnávali s našimi výsledky, k nim  jsme došli analytickou cestou. Kž  problému jsme 
p istupovali ř klasicky i netradi nč ě. Zpracovali jsme problematiku model  ů
v 1D, 2D i 3D. 
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Historie
V roce 1591 byl anglický matematik Tomas Herriot po ádán svým p ítelem Siremž ř  
Waltrem Raleighem, aby spo etl, jak nejlépe č slo it d lové koulež ě  do podpalubí jeho 



bitevní lodi, aby se jich zde vešlo co nejvíce. Od roku 1606 si Herriot za al dopisovat sč  
n meckým astronomem ě Johannesem Keplerem a roku 1611 se mu sv il s úlohou oěř  
d lových koulích. Kepler se jen na krátko zamyslel a poté prohlásil, e je to jasné, eě ž ž  
sta í pokládat č koule vedle sebe a vrchní vrstvy v dy posunoutž  tak, aby ka dá le ela vž ž  
prohlubni. Bez v tšího p emýšlení tak uhodl optimální ešení úlohy, která se však pozd jiě ř ř ě  
ukázala být mnohem více slo itá, ne  Kepler p edpokládal.ž ž ř

V 19. století se tímto problémem zaobíral n mecký matematik a v dec Carl Friedrichě ě  
Gauss, nebo  byl nespokojen s Keplerovým výsledkem bez d kazu. Dokázal však, eť ů ž  
Kepler m l pravduě , ale pouze v pravidelné síti. Ve 20 století ma arský matematik Fejesď  
Tóth dokázal, e m eme všechna uspo ádání zredukovat na kone ný, p esto velkýž ůž ř č ř  
po et výpo t . Na n j navázal Hales, který ur il, e nejlepší uspo ádání m eme najítč č ů ě č ž ř ůž  
minimalizací funkce o 150 neznámých. V roce 1998 pak celý p ípad uzav el a zbyly poř ř  
n m 3 gigabyty dat a program  a 250 stránek poznámek.ě ů

Úvod do problematiky

Co je to optimaliza ní problém?č

Jedná se o matematickou úlohu, najít konkrétní hodnoty prom nné jisté ě ú elové i cílovéč č  
funkce, pro které má zmín ná funkce ě extrém. M eme se sůž  ním setkat v adř ě 
aplikovaných i neaplikovatelných v dních obor . Pro astou vysokou slo itost i dokonceě ů č ž č  
nemo nost  p esného analytického výpo tuž ř č  se hojn  vyu ívá numerických metod,ě ž  
pomocí kterých sice mén  p esn , avšak efektivn  najdeme ešení. ě ř ě ě ř

Problém s koulemi

Jde o pom rn  starý ě ě optimaliza ní problémč ,  maximalizovat hustotu  uspo ádáníř  
d lových koulí vě  uzav eném prostoru. Úkolem je najít nejvýhodn jší rozmíst ní, kteréř ě ě  
tuto hustotu umo ují. P i optimalizaci jsme museli respektovat žň ř omezující podmínky 
rozm ru úlo ného prostoru i minimální vzdálenosti st ed  jednotlivých koulí dané jejichě ž ř ů  
polom rem. Nutné je dodat, e vě ž  p ípad  nekone n  velkého úlo ného prostoru, tedyř ě č ě ž  
p ípadu, kdy nebereme na z etel existenci ohrani ující meze, m e dojít ke zm nř ř č ůž ě ě 



optimálního prostorového uspo ádání. ř

Naše pojetí

Pro lepší nahlédnutí do problematiky jsme p ed ešením p vodní úlohy zkoumali a ešiliř ř ů ř  
r zná jiná, zjednodušená, modifikovaná, návodná zadání. Pro snadný za átek jsmeů č  
stanuli p ed jednodimenzionálním problémem, který jsme si pro zpest ení a obeznámeníř ř  
se s EŠITELEMŘ  spo ítali i numericky vč  MS Excelu. Záhy po osvojení základ , jsmeů  
neváhaje p ikro ili kř č  nesnazším problém m ve vyšších dimenzích. P i zkoumání dvou aů ř  
t í ř dimenzionálních  problém  jsme „bojovali“ na více frontách. Analytické a numerické.ů  
Nakonec jsme si dokonce troufli být mírn  ě inven níč . P idali jsme jí lehký fř yzikální  
nádech…

Analytický p ístup k v ciř ě

Tato matematicky exaktní metoda byla aplikována na dvou i trojrozm rný problémě  
rozmíst ní t í kru nic, respektive t í koulí. K výpo tu jsme u ili sofistikovaných úvah,ě ř ž ř č ž  
pomocí kterých jsme byli schopni sestavit soustavu rovnic, jejich  ešením byla mno inaž ř ž  
sou adnic, co  byly st edy kru nic, i st edy koulí. Tato elegantní metoda obsahuje jistéř ž ř ž č ř  
myšlenky symetrií, pomocí kterých jsme velké mno ství potenciálních optimálních ešeníž ř  
zú ili na diskrétní p ípady, které jsme vyšet ili.ž ř ř

Z asových d vod  není d kaz v dob  upload  hotov.č ů ů ů ě ů

 
Numerický p ístup kř  problému

Co je ešitel?Ř

ešitel je Ř nástroj v Excelu, který hledá lokální extrémy fci. P i zadání dobrýchř  
po áte ních odhad  je schopný nalézt i globální extrém. Doká e sám č č ů ž generovat hodnoty 
p edem ur ených ř č prom nnýchě   a s dostate nou p esností je vypíše pro hledaný p ípad.č ř ř



Naše práce v Excelu 
vypadala p ibli n  takto:ř ž ě

                                       

Náš model pro t i koule vř  krychli o hran  1ě

Na model 1D jsme aplikovali metodu ešení pomocí ř nerovnic.
Problém zní, umístit t i úse ky o nejv tší mo né délce na jednu úse ku a délce p edemř č ě ž č ř  
ur ené (za rozm r p edem ur eného prostoru jsme si ve všech p ípadech zadali 1).č ě ř č ř

St ed úse ky jsme si ozna ili x sř č č  indexem a polovina délky byla r. Úse ky museli splnitč  
t i zásadní podmínky  a to nep esahovat okraje a samy sebe. Tyto podmínky jsem vyu iliř ř ž  
jako soustavu nerovnic. 

2D model
Zde jsme pou ili metodu zvanou ž PENALIZACE
 Základní myšlenkou je, p i ř porušení podmínek se výrazn  sní í hodnota fce, u kteréě ž  
hledáme maximum. Zvolíme si koeficient penalizace (dostate n  vysoký) a „pokutu“č ě  
po ítáme za č p esahř  st n a jiných koulí ě



p1=∑
i,k

min (0 ;xi,k−r )2

p2=∑
i,k

min(0 ;1−x i,k−r )2

p3=∑
i<j

min(0 ;
d ij

2
−r )2

Φ=r−λ⋅( p1+p2+p3 )

Lambda je koeficient a p je penalizace.
Ve 2D jsme ešili 3 kruhy ve tverciř č

Pro trojrozm rný modelě  jsme pou ili áste n  vlastní nápad.ž č č ě

Vytvo ili jsme energetický model. Tento model popisuje ř silovou (odpudivou) interakci 
ástic, které symbolizovaly č st edy koulíř . P i této interakci musí dojít k ř minimalizaci 

potenciální energie systému.  V našem modelu jsme tuto interakci vyjád ili tak, e kdyř ž ž 
se dv  koule ě nedotýkají tak je p sobení ů rovno nule a p i ř pr nikuů  jedné koule do druhé 
fce roste neomezeně. Celková potenciální energie soustavy se má blí it nule a p itomž ř  
má být nejv tší mo ný polom r.ě ž ě

Celková energie je sou et všech slo ek enč ž ergie. Nechť W je fce 
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r )+∑
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W ( dij

2π )=0

a pro O = 0 zjistíme  nejvyšší  mo né r. ž

 
Záv rě
V našem mini-projektu jsme se seznámili s optimalizací. Vy ešili jsme n kolik triviálníchř ě  
p ípad  a vytvo ili jsme ř ů ř model rozmíst ní t í koulí v krychliě ř . Porovnávali jsme výhody a  
nevýhody numerického a analytického výpo tu. Náš záv r je, e analytické ešení ječ ě ž ř  
p esné, ale velice ř obtí né a zdlouhavéž . Oproti tomu numerické lze aplikovat na všechny 
p ípady a jeho ř nep esnostř  lze sní it na únosnou mez, která není p eká kou p i aplikaciž ř ž ř  
na fyzikální modely.

Pod kováníě

Doc. Ing. Jaromíru Kukalovi Ph.D.
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