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Ćılem tohoto článku je použ́ıt teorii náhodných procházek na grafech k popisu

chováńı cestuj́ıćıho, který se náhodně pohybuje po zjednodušeném modelu pražské

tramvajové śıtě.

I. ÚVOD

Grafy, nebo-li śıtě, jsou matematickým vyjádřeńım vztah̊u v soustavě pomoćı
vrchol̊u a hran. Teorie graf̊u má široké spektrum využit́ı, a to v teorii komplexńıch
systémů, zejména v oblasti informačńıch technologíı. Úvodu do teorie graf̊u se
věnujeme v sekci II.

Součásti teorie graf̊u jsou i náhodné procházky po śıti (viz sekce III). Ty zkou-
maj́ı pohyb náhodně se pohybuj́ıćıch entit. Takovým náhodným pohybem je např.
pout’ tzv. opilého námořńıka, který vzhledem ke svému stavu voĺı kroky zcela
náhodnými směry.

V sekci IV se věnujeme pohybu po śıti 17 pražských tramvajových zastávek. Za
pomoci poč́ıtače můžeme zjistit, s jakou pravděpodobnost́ı bude po určitém počtu
krok̊u náhodně pohybuj́ıćı se cestuj́ıćı nacházen na konkrétńı zastávce.

II. ZÁKLADY TEORIE GRAFŮ

Graf je množina N vrchol̊u, které jsou spojeny hranami.
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Obrázek 1: Př́ıklad grafu o 4 vrcholech a 4 hranách

Umı́stěńı hran mezi vrcholy je popsáno tzv. adjacenčńı matićı. Adjacenčńı ma-
tice je tabulka N × N definovaná tak, že na i-tém řádku v j-tém sloupci, pozice
(i, j), je č́ıslo, které odpov́ıdá počtu hran, které spojuj́ı vrcholy i a j. (Tedy 0 po-
kud vrcholy nejsou spojeny, 1 pokud jsou spojeny právě 1 hranou atd.) Např. pro



graf z obr. 1 je adjacenčńı matice

A =


0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1
0 0 1 0

 . (1)

V matici Ak, kde k je počet krok̊u, lež́ı na pozici (i, j) této matice č́ıslo, které znač́ı
počet r̊uzných cest, kterými se lze dostat z vrcholu i do vrcholu j v k kroćıch.
(Násobeńı matic je definováno v př́ıloze A.)

Stupeň vrcholu i, st(i), je definován jako počet hran vystupuj́ıćıch z vrcholu i.
Matice přechodu P se źıská z adjacenčńı matice tak, že že každý jej́ı i-tý řádek

vyděĺıme st(i). Např. matice přechodu odpov́ıdaj́ıćı adjacenčńı matici (1) je

P =


0 1

2
1
2

0
1
2

0 1
2

0
1
3

1
3

0 1
3

0 0 1 0

 . (2)

III. NÁHODNÁ PROCHÁZKA

Označme počátečńı pozici chodce jako i, této pozici přǐrad’me vektor
〈i| = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), kde č́ıslo 1 je na i-tém mı́stě. Pravděpodobnost
přechodu z vrcholu i do vrcholu j je hodnota matice přechodu P na pozici (i, j).

Pravděpodobnosti nalezeńı chodce na jednotlivých vrcholech jsou potom
složkami řádkového vektoru 〈i|P . Každý daľśı krok źıskáme násobeńım matićı P
zprava. Po k kroćıch budou tedy pravděpodobnosti nalezeńı chodce určeny vekto-
rem 〈i|P k.

Po mnoha kroćıch se výraz 〈i|P k bĺıž́ı limitńımu stacionárńımu stavu 〈v|, který
nezáviśı na počátečńım stavu i. Pro tento stav plat́ı

〈v|P = 〈v|, (3)

tedy daľśım krokem se stacionárńı stav neměńı.
Ze struktury grafu lze snadno stacionárńı stav vyč́ıst. Plat́ı totiž, že

〈v|j〉 =
st(j)∑N
i=1 st(i)

, (4)

kde |j〉 je sloupcový vektor, který má na j-té pozici č́ıslo 1 a na ostatńıch má nuly.



IV. PŘÍKLAD: PRAŽSKÁ TRAMVAJOVÁ SÍŤ

Vybrali jsme 17 pražských tramvajových zastávek, jež považujeme za vrcholy
grafu, spojeńı mezi nimi zajǐst’uj́ı tramvajové spoje. Každé 2 zastávky jsou spo-
jeny hranami, jejichž počet odpov́ıdá počtu př́ımých tramvajových spoj̊u mezi
zastávkami. Zavedeme pravidlo o tom, že pokud cestuj́ıćı naraźı na jednu ze 17
zastávek, vystouṕı a použije náhodně vybraný spoj.

Již při prozkoumáńı obr. 2 si můžeme povšimnout, že nejv́ıce spoj̊u jezd́ı na
Karlovo náměst́ı. Z rovnice (4) plyne, že právě na této zastávce se po dostatečném
množstv́ı krok̊u bude cestuj́ıćı nejpravděpodobněji nacházet, a to bez ohledu na
počátečńı zastávku.

Zkusme naopak řešit úlohu pro konečný počet krok̊u. Mějme cestuj́ıćıho, který
začne svou cestu na Pohořelci (č. 1). Nás zaj́ımá nejmenš́ı počet krok̊u, po kterém
se bude cestuj́ıćı nejpravděpodobněji nacházet na Karlově náměst́ı (č. 10). Hledáme
tedy nejmenš́ı k takové, že 〈1|P k|10〉 < 〈1|P k|j〉, ∀j 6= 10. Pro takto velké matice
se využit́ı poč́ıtačového softwaru stává nezbytnost́ı. My jsme pro výpočet použili
programWolfram Mathematica. Tak tedy spoč́ıtáme, že nejmenš́ı počet krok̊u pro
vyplněńı podmı́nky je právě 6 krok̊u.

V. ZÁVĚR

Pro studium náhodných procházek po śıti jsme už́ıvali jak teoretické znalosti,
tak i poč́ıtačové výpočty. Je zaj́ımavé, že řešeńı pro malý počet krok̊u je mnohem
komplikovaněǰśı než řešeńı pro velký, až nekonečný, počet krok̊u.

Př́ıloha A: NÁSOBENÍ MATIC

Mějme matici A o rozměrech m × n a matici B o rozměrech n × r. Prvky
matice A označ́ıme Ai` a prvky matice B jako B`j, kde i = 1, . . . ,m; ` = 1, . . . , n;
j = 1, . . . , r. Prvek matice AB na pozici (i, j) je roven

n∑
`=1

Ai`B`j. (A1)

Např́ıklad spočtěme:

(
0 −1 0
2 1 1

) 0 1
−1 0
1 2

 =

(
1 0
0 4

)
. (A2)
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Obrázek 2: Vybrané zastávky pražské tramvajové śıtě, tento graf obsahuje 17 vrchol̊u a

69 hran, nejvyšš́ı stupeň má Karlovo náměst́ı, st = 23.


