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Abstrakt

Nasim ukolem bylo seznamit se s optimalizacnimi tulohami mezi neZ patfi variace na
Keplerovu ulohu o délovych koulich. Hlavni naplni naseho mini-projektu bylo zejména
reSeni téchto optimalizaCnich otazek. K nasi praci jsme pouzivali nastroj v MS Excelu,
RESITEL (SOLVER), ktery nam poskytl numericka fe$eni . Tyto hodnoty jsme nasledné
porovnavali s nasimi vysledky, k nimz jsme dosli analytickou cestou. K problému jsme
pristupovali klasicky i netradi¢né. Zpracovali jsme problematiku model(

v 1D, 2D i 3D.
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Historie

V roce 1591 byl anglicky matematik Tomas Herriot pozadan svym pfitelem Sirem

Waltrem Raleighem, aby spocetl, jak nejlépe slozZit délové koule do podpalubi jeho



bitevni lodi, aby se jich zde veslo co nejvice. Od roku 1606 si Herriot zaCal dopisovat s
némeckym astronomem Johannesem Keplerem a roku 1611 se mu svefil s Glohou o
delovych koulich. Kepler se jen na kratko zamyslel a poté prohlasil, ze je to jasné, ze
staci pokladat koule vedle sebe a vrchni vrstvy vzdy posunout tak, aby kazda lezela v
prohlubni. Bez vét§iho premysleni tak uhodl optimalni fe$eni Ulohy, ktera se vSak pozdéji
ukazala byt mnohem vice slozita, nez Kepler predpokladal.

V 19. stoleti se timto problémem zaobiral némecky matematik a védec Carl Friedrich
Gauss, nebot byl nespokojen s Keplerovym vysledkem bez dlkazu. Dokéazal v3ak, Ze
Kepler mél pravdu, ale pouze v pravidelné siti. Ve 20 stoleti madarsky matematik Fejes
Toth dokazal, ze mlzeme v8echna usporadani zredukovat na konecny, presto velky
pocet vypoltl. Na néj navazal Hales, ktery urcil, Ze nejlepsi usporadani mizeme najit
minimalizaci funkce o 150 neznamych. V roce 1998 pak cely pripad uzavrel a zbyly po

ném 3 gigabyty dat a programU a 250 stranek poznamek.

Uvod do problematiky
Co je to optimaliza€ni problém?

Jedna se o matematickou ulohu, najit konkrétni hodnoty proménné jisté ucelové Ci cilové
funkce, pro které ma zminéna funkce extrém. Mizeme se s nim setkat v radé
aplikovanych i neaplikovatelnych védnich obord. Pro Castou vysokou sloZitost ¢i dokonce
nemoznost presného analytického vypoltu se hojné vyuziva numerickych metod,

pomoci kterych sice méné presne, avsSak efektivné najdeme feseni.
Problém s koulemi

Jde o pomérné stary optimalizaCni problém, maximalizovat hustotu usporadani
délovych kouli v uzavfeném prostoru. Ukolem je najit nejvyhodn&j&i rozmisténi, které
tuto hustotu umoznuji. Pri optimalizaci jsme museli respektovat omezujici podminky
rozméru UloZzného prostoru i minimalni vzdalenosti sti'edl jednotlivych kouli dané jejich
polomérem. Nutné je dodat, ze v pripadé nekonecCné velkého ulozného prostoru, tedy

pfipadu, kdy nebereme na zfetel existenci ohranicujici meze, mlze dojit ke zméné



optimalniho prostorového usporadani.

NaSe pojeti

Pro lep$i nahlédnuti do problematiky jsme pred fedenim plvodni tlohy zkoumali a resili
rlzna jina, zjednodusena, modifikovana, navodna zadani. Pro snadny zacatek jsme
stanuli pred jednodimenzionalnim problémem, ktery jsme si pro zpestfeni a obeznameni
se s RESITELEM spocitali i numericky v MS Excelu. Zahy po osvojeni zaklad{, jsme
nevahaje prikroCili k nesnazsim problémUm ve vys3ich dimenzich. Pfi zkoumani dvou a
tfi dimenzionadlnich problémd jsme ,bojovali“ na vice frontach. Analytické a numerickeé.
Nakonec jsme si dokonce troufli byt mirné invencni. Pridali jsme ji lehky fyzikalni

nadech...

Analyticky pFistup k véci

Tato matematicky exaktni metoda byla aplikovana na dvou i trojrozmérny problém
rozmisténi tfi kruznic, respektive tfi kouli. K vypoctu jsme ufzili sofistikovanych Gvah,
pomoci kterych jsme byli schopni sestavit soustavu rovnic, jejichz feSenim byla mnozna
souradnic, coz byly stfedy kruznic, ¢i stfedy kouli. Tato elegantni metoda obsahuje jisté
myslenky symetrii, pomoci kterych jsme velké mnoZstvi potencialnich optimalnich rfeseni

zGzili na diskrétni pripady, které jsme vysetfili.

Z Casovych dlvodl neni dlkaz v dobé uploadl hotov.

Numericky pFistup k problému
Co je Resitel?
Resitel je ndstroj v Excelu, ktery hleda lokalni extrémy fci. Pfi zadani dobrych

pocateCnich odhadl je schopny nalézt i globalni extrém. Dokaze sam generovat hodnoty

pfedem urCenych proménnych a s dostateCnou presnosti je vypi$e pro hledany pfipad.



NaSe prace v Excelu

vypadala pfiblizné takto:

Nas model pro tfi koule v krychli o hrané 1
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Na model 1D jsme aplikovali metodu feSeni pomoci nerovnic.

Problém zni, umistit tfi Usecky o nejvétsi mo

Zné délce na jednu Usecku a délce predem

urCené (za rozmér predem ureného prostoru jsme si ve v8ech pfipadech zadali 1).

Stred Usecky jsme si oznacili x s indexem a

polovina délky byla r. Use¢ky museli spinit

tfi zasadni podminky a to nepresahovat okraje a samy sebe. Tyto podminky jsem vyuZili

jako soustavu nerovnic.

2D model

|

Zde jsme pouzili metodu zvanou PENALIZACE

Zakladni myslenkou je, pfi poruseni podminek se vyrazné snizi hodnota fce, u které

hledame maximum. Zvolime si koeficient penalizace (dostateCné vysoky) a ,pokutu®

poCitame za presah stén a jinych kouli
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Lambda je koeficient a p je penalizace. {

Ve 2D jsme fesili 3 kruhy ve ¢tverci

Pro trojrozmeérny model jsme pourili ¢aste¢né vlastni napad.

Vytvorili jsme energeticky model. Tento model popisuje silovou (odpudivou) interakci
Castic, které symbolizovaly stfedy kouli. Pfi této interakci musi dojit k minimalizaci
potencialni energie systému. V nasem modelu jsme tuto interakci vyjadrili tak, ze kdyz
se dvé koule nedotykaji tak je plsobeni rovno nule a pfi priniku jedné koule do druhé
fce roste neomezené. Celkova potencialni energie soustavy se ma bliZit nule a pfitom

ma byt nejvétsi mozny polomer.

Celkova energie je soucet vSech slozek energie. Necht W je fce W(a)=max(0;1—a)’
d; 1—x,
ak y = U , — i.k
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a pro O = 0 zjistime nejvy$si mozné r.

Zaveér

V nasem mini-projektu jsme se seznamili s optimalizaci. Vyresili jsme nékolik trivialnich
pripadl a vytvorili jsme model rozmisténi ti kouli v krychli. Porovnavali jsme vyhody a
nevyhody numerického a analytického vypoctu. Nas zavér je, ze analytické reseni je
presné, ale velice obtizné a zdlouhavé. Oproti tomu numerické Ize aplikovat na vSechny
pfipady a jeho nepresnost Ize snizit na inosnou mez, ktera neni prekazkou pfi aplikaci

na fyzikalni modely.
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