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Abstrakt

V našem projektu jsme se zabývali popisem systémů interaguj́ıćıch částic (IPS),
které lze považovat za zjednodušený model pohybu chodc̊u. Vytvořili jsme vlastńı
jednoduchý model založený na homogenńım markovském procesu. Pomoćı matice
přechodu daného procesu jsme hledali stacionárńı řešeńı a zkoumali jsme hustotńı
profil systému v závislosti na zvolených parametrech.

1 Úvod

Nejprve se seznámı́me s teoríı, kterou jsme k popisu modelu použili.
Každý systém interaguj́ıćıch částic (IPS) obsahuje částice, které se pohybuj́ı pomoćı

přeskok̊u mezi buňkami mř́ıžky L. V naš́ı práci považujeme čas za diskrétńı veličinu, přesun
částic tedy prob́ıhá po jednotlivých kroćıch. Pohyb částic je popsán pravděpodobnost́ı
přeskoku z buňky x do buňky y: w(x → y) = Pr[x → y|S(x)], kde S(x) označuje stav
bĺızkého okoĺı buňky x. Stav sytému v čase t je dán vektorem ~ηt = (ηt(x))x∈L, kde ηt(x)
označuje počet částic v buňce x a čase t. Množinu všech př́ıpustných stav̊u nazýváme
stavový prostor a označujeme ho X. V celém článku oč́ıslujeme stavy z X přirozenými
č́ısly 0, 1, 2 . . . |X| − 1.

Ćılem zkoumáńı konkrétńıho IPS je naj́ıt stacionárńı stav systému, tj. stav, ve kterém
již došlo k ustáleńı pravděpodobnostńıho rozděleńı. Pro naše účely budeme uvažovat pouze
takové IPS, kde lze pohyb ve stavovém prostoru označit jako tzv. markovský proces.

Definice 1 Bud’ {ηn, n ∈ N0} náhodný proces. Potom ho nazýváme markovským, pokud

Pr[ηn+1 = j|ηn = i; ηn−1 = in−1; . . . ; η0 = i0] = Pr[ηn+1 = j|ηn = i].

To znamená, že pravděpodobnostńı rozděleńı v čase n+ 1 záviśı pouze na stavu v čase n.

Definice 2 Markovský proces je homogenńı právě tehdy, když

∀n ∈ N0 : Pr[ηn+1 = j|ηn = i] = Pr[η1 = j|η0 = i] =: pij.

Matićı P rozumı́me takovou matici, která obsahuje prvky z definice 2. Nazýváme ji matice
přechodu.

Pravděpodobnost́ı rozděleńı na stavovém prostoru X v čase n poṕı̌seme vektorem ~πn,
jehož prvky jsou dány vztahem πn(i) = Pr[ηn = i]. Bez d̊ukazu uvád́ıme následuj́ıćı větu:



Věta 1 Bud’ {ηn, n ∈ N0} homogenńı markovský proces. Potom

~πn+1 = P T~πn = (P T )n+1~π0.

Známe-li počátečńı stav systému, můžeme na základě této věty určit pravděpodobnostńı
rozděleńı v libovolném čase.

Nyńı můžeme na základě věty 1 definovat stacionárńı stav.

Definice 3 Vektor ~π je stacionárńım řešeńım markovského procesu právě tehdy, když

~π = P T~π. (1)

Ekvivalentně můžeme stacionárńı řešeńı za jistých předpoklad̊u1 určit limitou π(j) =
limn→+∞ πn(j).

2 Konkrétńı model

2.1 Popis modelu

Zvolili jsme totálně asymetrický vylučovaćı model na jednorozměrné lineárńı mř́ıžce s peri-
odickými okrajovými podmı́nkami. Tři částice se tedy pohybuj́ı v šesti buňkách uspořádaných
pouze v jednom směru a v každé z buněk se může v daném čase vyskytovat nejvýše jedna
částice – t́ım ř́ıkáme, že ηn(x) ∈ {0, 1}. Částice se v mř́ıžce pohybuj́ı podle následuj́ıćıch
pravidel:

• Pohyb částic se vyhodnocuje paralelně.

• Pokud je částice na pozici i a pozice i+1 mod 6 je volná, přeskoč́ı do ńı s pravděpodobnost́ı
pi.

• Pokud je pozice i + 1 mod 6 obsazená a i + 2 mod 6 volná, přeskoč́ı do druhé
jmenované s pravděpodobnost́ı αpi, kde α ∈ 〈0; 1〉.2

• Pokud by měly dvě částice skočit na stejnou pozici, vybere se náhodně jedna z nich.

Předt́ım, než začneme sestavovat matici, urč́ıme pravděpodobnost přechodu z konfliktńıho
stavu ηn(i) = 1, ηn(i + 1) = 1, ηn(i + 2) = 0, který pro jednoduchost označ́ıme 110, do
stav̊u 101 a 011. Pravděpodobnost w(110 → 101) je dána vztahem ai = pi+1

(
1− αpi

2

)
a

pravděpodobnost w(110→ 011) = bi = αpi
(
1− pi+1

2

)
.

Stavový prostor má |X| =
(
6
3

)
= 20 stav̊u. Matice přechodu má tedy rozměry 20× 20

a obsahuje velký počet nulových prvk̊u, takže bylo možné sestavit ji bez využit́ı poč́ıtače.
Z d̊uvodu úspory mı́sta zde matici neuvád́ıme celou. Pro ilustraci předkládáme jeden
řádek matice s vynecháńım nul v tabulce 1, kde jsme použili zkrácený zápis qi = 1 − pi,
ci = 1− ai − bi.

1Nerozložitelný Markov̊uv řetězec se všemi trvalými a nenulovými stavy.
2V daľśım textu budeme pro zjednodušeńı zápis pomoćı modulo vynechávat.



011100 110100 110010 011010 101100 101010
110100 b0q3 c0q3 c0p3 b0p3 a0q3 a0p3

Tabulka 1: Nenulové pravděpodobnosti přechod̊u ze stavu 110100.

2.2 Stacionárńı řešeńı a hustotńı profil

Stacionárńı řešeńı výše popsaného modelu jsme hledali na základě rovnice 1 v prostřed́ı
programu MATLAB pro zvolené parametry. Ty jsme volili tak, aby bylo možné model
v prvńım přibĺıžeńı interpretovat jako pohyb chodc̊u. Výsledek každé simulace byl hus-
totńı profil, který definujeme jako vektor ~ρ, jehož složky jsou určeny vztahem ρ(i) =∑

η∈X η(i)~π(η). Jedná se vlastně o středńı hodnotu obsazenosti dané buňky.
V prvńı sadě parametr̊u jsme jednu z pravděpodobnost́ı, konkrétně p5, nastavili velmi

ńızkou, což můžeme interpretovat jako zúžeńı, kterým chodci nemohou procházet př́ılǐs
rychle. Studovali jsme změnu hustotńıho profilu v závislosti na parametru α – ten lze v
rámci interpretace považovat za agresivitu chodc̊u. Výsledky jsou vyneseny v grafu 1.

Graf 1: Hustotńı profil s pravděpodobnostmi pi = 0, 5 pro i ∈ 0, 1, 2, 3, 4 a p5 = 0, 05.

V daľśım pokusu jsme zafixovali hodnotu α = 0, 5 a měnili jsme pouze śılu bariéry, tj.
hodnotu pravděpodobnosti p5. Hustotńı profil s rostoućı śılou bariéry prudce rostl směrem
k této bariéře, což odpov́ıdá skutečnosti, že se částice před zábranou hromad́ı.



Posledńı konfigurace parametr̊u měla představovat zužuj́ıćı se pr̊uchod – pravděpodobnost
přechodu z buněk s vyšš́ım pořadovým č́ıslem postupně klesala. Opět jsme sledovali
závislost hustotńıho profilu na α, jak znázorňuje graf 2.

Graf 2: Hustotńı profil s pravděpodobnostmi pi = 0, 6− 0, 1i.

3 Diskuse a závěr

Výsledky obou simulaćı souhlaśı s intuitivńımi předpoklady. V prvńım př́ıpadě se pro
α = 0, 0 částice nahromadily před bariérou, což vedlo k sńıžeńı hustoty v buňkách 0, 1 a
2. Se zvyšuj́ıćı se hodnotou α se hustota v buňkách 3 a 4 sńıžila na úkor buněk 0, 1 a 2,
což představuje zkráceńı fronty v d̊usledku zvýšené agresivity chodc̊u. Buňka 5 z̊ustává
stále stejně frekventovaná.

V druhém př́ıpadě se pro nulovou možnost přeskoku vytvoř́ı fronta, kterou posledńı
částice s velmi malou pravděpodobnost́ı opust́ı, zat́ımco nové částice přicháźı do fronty s
větš́ı pravděpodobnost́ı. S rostoućı hodnotou α mohou blokované částice snáze přeskakovat
a hustotńı profil se tak přibližuje lineárńımu r̊ustu, což odpov́ıdá lineárńımu poklesu
pravděpodobnost́ı pi.

Výsledky ukazuj́ı, že i na základě velmi jednoduchého modelu lze dospět k závěr̊um,
které zhruba odpov́ıdaj́ı reálnému chováńı davu.
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