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Abstrakt
V naSem projektu jsme se zabyvali popisem systému interagujicich ¢astic (IPS),
které lze povazovat za zjednoduSeny model pohybu chodcu. Vytvorili jsme vlastni
jednoduchy model zalozeny na homogennim markovském procesu. Pomoci matice
prechodu daného procesu jsme hledali stacionarni feSeni a zkoumali jsme hustotni
profil systému v zavislosti na zvolenych parametrech.

1 Uvod

Nejprve se sezndamime s teorii, kterou jsme k popisu modelu pouzili.

Kazdy systém interagujicich ¢éstic (IPS) obsahuje ¢astice, které se pohybuji pomoci
preskoku mezi bunkami miizky IL. V nasi praci povazujeme cas za diskrétni veli¢inu, presun
castic tedy probihd po jednotlivych krocich. Pohyb ¢astic je popsan pravdépodobnosti
pieskoku z buiky x do bunky y: w(z — y) = Prjz — y|S)], kde S,y oznacuje stav
blizkého okoli buiky x. Stav sytému v ¢ase ¢ je ddn vektorem 7 = (n:(x)), ., kde n,(z)
oznacuje pocet ¢astic v bunce x a ¢ase t. Mnozinu vsech pripustnych stavu nazyvame
stavovy prostor a oznacujeme ho X. V celém ¢lanku ocislujeme stavy z X pfirozenymi
¢isly 0,1,2...|X|— 1.

Cilem zkoumani konkrétniho IPS je najit stacionarni stav systému, tj. stav, ve kterém
jiz doslo k ustéleni pravdépodobnostniho rozdéleni. Pro nase uicely budeme uvazovat pouze
takové IPS, kde lze pohyb ve stavovém prostoru oznacit jako tzv. markouvsky proces.

Definice 1 Bud’ {n,,n € Ny} ndhodnyj proces. Potom ho nazgvdme markovskyjm, pokud
Pr[nns1 = jlnn = 4 00-1 = in-1;. .. ;M0 = d0] = Pr[nny1 = jln. = 1.

To znamena, ze pravdépodobnostni rozdéleni v ¢ase n + 1 zavisi pouze na stavu v ¢ase n.

Definice 2 Markouvsky proces je homogenni prdve tehdy, kdyz
Vn € No : Prni1 = jlnn = i] = Prlm = jlno = i =: pi;.

Matici P rozumime takovou matici, ktera obsahuje prvky z definice 2. Nazyvame ji matice
prechodu.

Pravdépodobnosti rozdéleni na stavovém prostoru X v case n popiseme vektorem 7,
jehoz prvky jsou dany vztahem m, (i) = Pr[n, = i]. Bez dukazu uvddime nésledujici vétu:



Véta 1 Bud {n,,n € No} homogenni markovsky proces. Potom
Tuy1 = PTR, = (P17,

Zname-li pocatecni stav systému, muzeme na zakladé této véty urcit pravdépodobnostni
rozdéleni v libovolném case.
Nyni muzeme na zakladé véty 1 definovat stacionarni stav.

Definice 3 Vektor 7 je staciondarnim resenim markovského procesu pravé tehdy, kdyz
= PT7. (1)

Ekvivalentné muzeme staciondrni feseni za jistych piedpoklada' urcit limitou 7 (j) =

2 Konkrétni model

2.1 Popis modelu

Zvolili jsme totalné asymetricky vylucovaci model na jednorozmérné linearni miizce s peri-
odickymi okrajovymi podminkami. T ¢astice se tedy pohybuji v Sesti bunikach usporadanych
pouze v jednom sméru a v kazdé z bunék se muze v daném case vyskytovat nejvyse jedna
céstice — tfm ffkdme, ze n,(z) € {0,1}. Céstice se v mifzce pohybuji podle nasledujicich
pravidel:

e Pohyb céstic se vyhodnocuje paralelné.

e Pokud je ¢astice na pozici ¢ a pozice i+1 mod 6 je volna, preskoc¢i do ni s pravdépodobnosti
Pi-

e Pokud je pozice i + 1 mod 6 obsazena a i + 2 mod 6 volna, preskoci do druhé
jmenované s pravdépodobnosti ap;, kde a € (0;1).2

e Pokud by mély dvé castice skoc¢it na stejnou pozici, vybere se ndhodné jedna z nich.

Predtim, nez zacneme sestavovat matici, ur¢cime pravdépodobnost prechodu z konfliktniho
stavu n,(i) = 1, 0, (i +1) = 1, (i +2) = 0, ktery pro jednoduchost oznacime 110, do
stava 101 a 011. Pravdépodobnost w(110 — 101) je dédna vztahem a; = p;11 (1 — O‘;”') a
pravdépodobnost w(110 — 011) = b; = ap; (1 — 1%)

Stavovy prostor ma |X| = (g) = 20 stavu. Matice prechodu maé tedy rozméry 20 x 20
a obsahuje velky pocet nulovych prvku, takze bylo mozné sestavit ji bez vyuziti pocitace.
Z duvodu uspory mista zde matici neuvadime celou. Pro ilustraci predkladdame jeden
radek matice s vynechanim nul v tabulce 1, kde jsme pouzili zkraceny zapis ¢; = 1 — p;,
¢ =1—a; — 0.

!'Nerozlozitelny Markovilv fetézec se véemi trvalymi a nenulovymi stavy.
2V dalsim textu budeme pro zjednoduseni zapis pomoci modulo vynechavat.



011100 | 110100 | 110010 | 011010 | 101100 | 101010
110100 | bogs Coq3 Cop3 bops apq3 aops3

Tabulka 1: Nenulové pravdépodobnosti prechodu ze stavu 110100.

2.2 Stacionarni reSeni a hustotni profil

Stacionarni feseni vyse popsaného modelu jsme hledali na zdkladé rovnice 1 v prostiedi
programu MATLAB pro zvolené parametry. Ty jsme volili tak, aby bylo mozné model
v prvnim piiblizeni interpretovat jako pohyb chodcu. Vysledek kazdé simulace byl hus-
totni profil, ktery definujeme jako vektor p. jehoz slozky jsou urceny vztahem p(i) =
> nex N(@)7(n). Jednd se vlastné o stfedni hodnotu obsazenosti dané bunky.

V prvni sadé parametru jsme jednu z pravdépodobnosti, konkrétné ps, nastavili velmi
nizkou, coz muzeme interpretovat jako zuzeni, kterym chodci nemohou prochazet prilis
rychle. Studovali jsme zménu hustotniho profilu v zavislosti na parametru o — ten lze v
ramci interpretace povazovat za agresivitu chodcu. Vysledky jsou vyneseny v grafu 1.
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Graf 1: Hustotni profil s pravdépodobnostmi p; = 0,5 pro¢ € 0,1,2,3,4 a p; = 0, 05.

V dalsim pokusu jsme zafixovali hodnotu o = 0,5 a ménili jsme pouze silu bariéry, t;.
hodnotu pravdépodobnosti ps. Hustotni profil s rostouci silou bariéry prudce rostl smérem
k této bariére, coz odpovida skutecnosti, ze se castice pred zabranou hromadi.



Posledni konfigurace parametru méla predstavovat zuzujici se pruchod — pravdépodobnost
prechodu z bunék s vyssim poradovym cislem postupné klesala. Opét jsme sledovali
zavislost hustotniho profilu na «, jak znazornuje graf 2.
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Graf 2: Hustotni profil s pravdépodobnostmi p; = 0,6 — 0, 14.

3 Diskuse a zavér

Vysledky obou simulaci souhlasi s intuitivnimi predpoklady. V prvnim ptipadé se pro
a = 0,0 ¢astice nahromadily pted bariérou, coz vedlo k snizeni hustoty v bunkach 0, 1 a
2. Se zvysujici se hodnotou « se hustota v bunkéch 3 a 4 snizila na tkor bunék 0, 1 a 2,
coz predstavuje zkraceni fronty v dusledku zvysené agresivity chodcu. Bunka 5 zustava
stale stejné frekventovana.

V druhém piipadé se pro nulovou moznost preskoku vytvoii fronta, kterou posledni
¢astice s velmi malou pravdépodobnosti opusti, zatimco nové castice prichazi do fronty s
veétsi pravdépodobnosti. S rostouci hodnotou o mohou blokované ¢astice snaze preskakovat
a hustotni profil se tak ptiblizuje linearnimu rustu, coz odpovida linedarnimu poklesu
pravdépodobnosti p;.

Vysledky ukazuji, ze i na zakladé velmi jednoduchého modelu Ize dospét k zavérum,
které zhruba odpovidaji redlnému chovani davu.
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