Optimalni mince v ceském platebnim systému
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Abstrakt
Zamysleli jste se uz nékdy nad tim, v ¢em je vyhoda nasich minci? Je vubec
néjaka? Je pravda, ze zaplatime libovolnou ¢astku malym poc¢tem minci? Dosta-
neme pomoci hladového algoritmu minimalni pocet minci? Nehodilo by se ptridat
néjakou novou hodnotu mince? Na vySe zminéné otdazky jsme odpovédéli béhem
tohoto miniprojektu.

1 Platba pomoci minci

Cilem je platit co nejefektivnéji. Efektivita placeni pak muze mit ruzné podoby, jak
ukdzeme v nésledujicim textu, pro ktery jsme cerpali inspiraci z ¢lanku [1]. Muzeme
chtit pouzivat co nejméné minci, platit pomoci hladového algoritmu, platit pomoci minci
rovnomérné, mit co nejlehéi penézenku apod. Jisté ¢tendre pti ¢teni prispévku napadnou
i dalsi otazky spojené s placenim. Budeme radi, kdyz nam takové otazky sdéli.

2 Rozmeénovani

Nejprve se budeme zabyvat tlohou, kdy je z minci potieba skladat ¢astky od 1 do hodnoty
nejmensi bankovky, tedy pro cesky systém minci od 1 do 100. Zacneme zavedenim a
vysvétlenim pojmu reprezentace ¢astky:.

Jsou dany hodnoty minci ey, e, ..., ep (usporddané vzestupné), piicemz e; = 1 (aby
slo zaplatit kazdou ¢astku). Mame-li ¢astky n v hodnotéch od 1 do N, kde N je hodnota
nejmensi bankovky, pak kazdou D-tici (a1, as,...,ap), kde a; € NU {0}, takovou, ze

n = aie] + as€e + -+ -+ apeép,

nazveme reprezentact ¢astky n. Pocet pouzitych minci v reprezentaci znac¢ime cost(ay, az .. .,ap),
tedy
cost(ai,ay...,ap) =a; +as+---+ap.

Priklad 1. Uvazujme ceské mince 1,2,5,10,20 a 50K¢, pak reprezentace cdstky 15 je
napr. (15,0,0,0,0,0), protoze

15=15-1+0-240-5+0-10+0-20+0 - 50.
Jind reprezentace je (0,0,1,1,0,0), protoze

15=0-140-24+1-5+1-104+0-2040-50.
Plati cost(15,0,0,0,0,0) = 15 a cost(0,0,1,1,0,0) = 2.



2.1 Pouziti minimalniho poc¢tu minci

Ma-li prodavacka vratit 25K¢, pak je lepsi dostat 20K¢ a 5K¢é nez 25krat korunu.

Definujeme optiméalni reprezentaci ¢astky n nasledovné. Pokud je soucet a;+as - - -+ap
v reprezentaci n minimélni mezi vSemi moznostmi, tedy podle zavedeného znaceni je
minimalni cost(ay, as...,ap), pak nazveme (ay,as...,ap) optimdlni reprezentaci édstky
n a znacime opt(n, ey, ey, ..., €ep).

Piiklad 2. Optimalni reprezentact ¢astky 25 K¢ je opt(25; 1,2, 5,10, 20, 50) = (0,0, 1,0, 1,0),
protoze
25=0-14+0-2+1-54+0-10+1-20+0-50
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a pocet pouZitych minci je cost(opt(25;1,2,5,10,20,50)) = 2, tedy je evidentné nejniz
mozny.

2.2 Optimalni systém minci
Cilem je najit hodnoty minci ey, es, ..., ep pro dané D tak, aby prumérny pocet pouzitych

minci v optimélni reprezentaci byl minimélni, tj. uvazujeme-li ¢astky od 1 do N, pak
chceme minimalitu

N
1
N Z cost(opt(n, e, es,...,ep)).
n=1
Priklad 3. Pro koruny 1,2,5,10,20,50K¢ je prumérny pocet pouzitych minci v optimadlni
reprezentaci ¢astek od 1 do 100 roven 3,42. Se systémy minci

1,4,6,21,30,37 a 1,5,8,20,31,33

by to bylo 2,92, coZ je minimum pro D = 6. V praxi ovSem takové systémy minci pouZivat
nelze, protoZe lidé neumi rychle zpaméti pocitat s cisly jako je 21 a 37.

2.3 Jakou minci pridat pro priblizeni optimalité

Jakou jednu minci pridat, aby se co nejvice snizil prumérny pocet pouzitych minci v op-
timdlni reprezentaci? Tedy mame-li mince ey, es, ..., ep, jakou mame ptidat minci epyq,
aby byl minimalni soucet

|

N Z cost(opt(n, ey,...,ep,epi1).

n=1

Piiklad 4. Pro koruny je nevyhodnéjsi pridat 33 nebo 37, pak v systému 1,2, 5,10, 20, 50, 33K ¢
nebo 1,2,5,10,20,50,37K¢ je prumérny pocet pouZitych minci v optimdlnich reprezen-
tacich cdstek od 1 do 100 roven 2, 88.

2.4 Optimalita a hladovy algoritmus

Déle jsme zkoumali vztah mezi optimalitou a hladovym algoritmem v ceském systému
minci. Vraceni minci v hodnoté n pomoci hladového algoritmu je zalozeno na pouziti ma-
ximalniho mozného poc¢tu minci s hodnotou ep, ktery si oznac¢ime jako ap. Nyni hledame



nejvyssi hodnotu mince e;, kde ¢ < D, kterd je mensi nez n — apep a cely postup opaku-
jeme, dokud je n — apep — a;e; — ... vétsi nez nula.

Hladovd reprezentace ¢astky n je pak (ai, as, ..., ap), oznac¢me ji jako hlad(n, ey, es, ..., ep).
Hladova reprezentace ¢astky 37 v ¢eském systému minci je hlad(37;1,2,5,10,20,50) =
(0,1,1,1,1,0).

Priklad 5. Pro ceské koruny 1,2,5,10,20,50K¢ je hladovd i optimdlni reprezentace li-
bovolné cdstky od 1 do 100 stejnd. Ovsem naptiklad pro systém minci 1,7,10 tomu tak
neni. Zatimco optimdlni reprezentace cisla 15 je (1,2,0), hladovd reprezentace téhoz cisla
je (5,0, 1), pouzivd tedy vétsi pocet minci.

2.5 Optimalni systém minci pro hladovy algoritmus

Cilem tohoto systému je najit hodnoty minci e, es,...,ep pro dané D tak, aby byl
prumérny pocet pouzitych minci v hladové reprezentaci minimalni.

Priklad 6. Pro ceské koruny 1,2,5,10, 20,50 je prumérny pocet minci pro hladovou re-
prezentaci castek od 1 do 100 roven 3,42. Optimalni systémy pro D = 6 jsou
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Pramérngj cost se pak snizi na 3,13.

2.6 Zvysenioptimality hladového algoritmu pridanim dalsi mince

Jakou minci muzeme do systému pridat, aby se placeni hladovym algoritmem nejvice
priblizilo optimalité? Mame-li mince ey, es, ..., ep, hleddme takovou minci epq, aby byl
minimalni soucet

| XN

N Z cost(hlad(n, ey, eq,...,€ep))

n=1

Priklad 7. V ceském mincovnim systému se priddnim libovolné mince v hodnoté 3 — 9
zmensi prumérny pocet pouzitych minci v hladovém algoritmu z 3,42 na 3,22, coZ je vice
nez pro libovolné jiné hodnoty pridané mince.

2.7 Omezeni poctu minci od kazdé hodnoty

Kromé efektivity posuzované podle poctu pouzitych minci pii transakei muzeme mit i
jinou, kde musime umét zaplatit vSechny ¢astky predem danym poctem minci od kazdé
hodnoty. Zjistili jsme, Ze u ¢eskych minci neprevysuje pocet potiebnych minci od kazdé
hodnoty c¢islo 2. Existuje systém, kde by nam na zaplaceni libovolné ¢astky stacil pouze
jeden kus od kazdé hodnoty? Jaky je minimalni poc¢et hodnot minci v takovém systému,
pokud se pohybujeme v ¢astkach od 1 do 1007 V jakém systému jsou vSechny hodnoty
minci pouzitelné rovnomérné?



3 Sména

Specidlnim zpusobem transakce je sména, kdy danou castku muzeme dat dohromady ta-
kovym zpusobem, ze zakaznik plati a prodava¢ mu vraci. Reprezentace castky pfi sménné
transakei je pak (a1, as,...,ap), kde oproti normélni reprezentaci povolujeme i zaporné
hodnoty a;, kde i € {1,2,..., D}.

Priklad 8. Diky moznosti smény se u ceskijch minci snizi priumérny pocet pouZityjch minci
23,42 na 3,08.

4 Zaveér

7 vyse uvedenych variant systému minci vyplyva, ze najit fungujici a v bézném zivoté
vyhovujici systém neni vubec jednoduché. Musime brat ohledy na pouziti minimalniho
poctu minci, celkovy pocet jednotlivych druhu, moznosti ruznych kombinaci tak, aby
nebylo nutné minci jednoho druhu pouzivat mnohokrat, pouzitelnost hladového algoritmu.
A v neposledni radé také na jednoduchost pocitani s mincemi.

S prihlédnutim k vyse zminénym meéritkum efektivity se zda cesky systém obstojny a
pro uzivatele prakticky.
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