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ABSTRAKT

V tomto ¢lanku se zabyvame problematikou Pickova vzorce a jeho aplikaci do jinych

odvétvi matematiky. Konkrétné se budeme zabyvat vyuzitim Pickova vzorce v kombinatorice

pro rozpocitani minci riznymi zpUsoby.

TEORETICKA CAST

PickUv vzorec se vyuziva pro vypocet mnohouhelniku v mriZovych bodech. MfiZzové body

jsou body v roviné, které maji v kartézské soustavé soutradnic celociselné hodnoty. Pickova véta

nam tika, Ze pokud mame libovolny mnohouhelnik, jehoZ strany se nekfizi a nema uvnitf

zadnou diru, mizeme jeho obsah vypocitat pomoci jednoduchého vzorce S = I + g — 1, kde

B jsou body nachazejici se na strandch mnohouhelniku, / je pocet bodu lezZicich uvnitf

mnohouhelniku.

PRIKLAD VYUZITI PICKOVA VZORCE:

Z obrazku 1 vyéteme, Ze B neboli pocet
modrych bod( na hranach je 13. |, pocet rGZovych
bodld uvnitf mnohouhelniku, se rovna 38.
Vyuzijeme tedy Pickdv vzorec

B
S=1+

——1
2

Obrdzek 1: mnohouhelnik s body



13
§=38+——1=435/"

(obrazek 2) Pokud si mnohouhelnik rozdélime na
mensi ¢asti, jako jsou trojuhelniky, c¢tverce nebo
obdélniky, dokazeme pomoci zakladnich vzorcl
vypocitat obsah. Vysledny obsah zjistime sectenim vSech
Casti.

S=8+S,+S3+S,+Ss+S,+ S5

. . NS v ; Obrdzek 2: rozdéleny mnohouhelnik
Obsahy jednotlivych ¢asti jsou vyznaceny v obrazku.

§$=154+1+4+13+135+9+1,5=43,5j2

Porovnanim vysledk(l z obou ¢asti zjistime, Ze obsahy jsou stejné, ale je jednodussi a

rychlejsi vyuZzit Pickav vzorec.

PRAKTICKA CAST

Prakticka c¢ast nasi prace spocivala v aplikaci Pickova vzorce pro rozpocitani minci.
Méjme mince o hodnotach ny; n,; n; a celkovou ¢astku c. Nasim ukolem je zjistit, kolik existuje
zpUsobl rozménéni minci. Zaroven uvazujme, Ze jednotlivé mince déli celkovou ¢astku beze
zbytku. Pocet jednotlivych minci lze zapsat rovnici x -n,. +y-ns; +z-ny; = c. Graficky
muZeme rovnici zndzornit jako pocet minci x s hodnotou n,; po¢et minci y s hodnotou n; a
poctem minci z s hodnotou n;. Zapis mlzeme prenést do soustavy souradnic, kde vznikne

pravouhly trojuhelnik s odvésnami x;y a pfeponou spojujici body [O;ni] a [ni;O], coZ jsou
3 2

vrcholy trojuhelniku. Pod osou x a nalevo od osy y nemlzZe byt zobrazena 7ddnd hodnota,
nebot neuvaZzujeme zaporny pocet minci. Pfepona trojuhelniku je hraniéni, protoze nam
hranice (pfepona) ur€uje maximalni pocet x - n,. + y - n3, kde z = 0. Na pfeponé se objevi i

,nhemfizkové body“, které neuvazujeme, nebot chceme celé mince, nikoliv jejich ¢asti.



Body uvnitf trojuhelniku nedaji po rozpocitani celou hodnotu c, nybrz je tfeba doplnit
nejmensi hodnotu (z - n,) pro doplnénido c. Pokud zvolime kombinaci x; y tak, Ze na ¢ pomoci
Z - n, nelze doplnit, soufadnici neuvazujeme (viz. obrdzek, ve kterém se z ctvercové mrizky

stala obdélnikova)

Priklad:

Pro tento konkrétni priklad (viz. obrazek) jsme vyuZzili hodnot:
n,=4n,=6;n;=8; c =48

Z obrazku Ize vycist pocet bodl eL

(B +1=19), coz urcuje celkovy

pocet mozZnosti, jak mince o l
4

téchto konkrétnich hodnotach

rozdélit. Pro vy3$i hodnoty i o . *

vstupnich parametr(i maze byt 9 § ®

Lrucni” pocitani bodli narocné,
1 ? L 2

proto jsme experimentdlné

Y1 . o) o *—
dospéli k vzorci: OT 1 2 3 ; 5 6 7 8
c
B +1=—-———/(c-nsd(ny;ny;n3) + ny - nsd(ny; n3) + ny - nsd(ng; n3) + n3 - nsd(ny;ny)) + 1

Z'nl'nz'ng

B,I € Z ; oznaéme B + I = pocet viech moznych kombinaci ¢isel z,
které splnuji podminku zn, + zn; + yng = C, kde ng > np > n; a C
(mod ny,nz,n3)

Kwili tomu, Ze n; | C, staéf najit poéet viech z,y spliujici podminky zn, +
ynz < C Azny + ynz = 0 (mod n,) , protoze pro kazde z, y bude pravé jedno
z takové, aby z,y. z spliovalo zdkladni podminku.

¢

Méjme A (’6’) : ( 2 ) - ( (? ) , vSechny body lezici vné nebo na stranach
trojihelniku splnuji pod:I\fnku znp+yns < C. Pokud urcime pocet vsech bodu s
celoéiselnymi soufadnicemi ndlezicich tomuto trojihelniku, které zaroven splauji
podminku zn,;+yns = 0 (mod n;), budeme mit hodnotu, kterou jsme si oznaéili
B + I, B je pocet téchto bodu spliujici zminénou podminku a zdaroven lezici
na strandch trojihelniku, I je pocet bodu, opét spliujici zminénou podminku a
zaroven lezici uvnitf trojihelniku.

1) B = B; + B, + B. B, - pocet bodi se soufadnici y = 0 kromé vrcholu

z,y,
=0

0
( c ) B, - pocet bodu se soufadnici z = 0 kromé vrcholu (8 ) B, - pocet
na

0
bodu se souradnicemi kde zn; + ynsz = C kromé vrcholu ( c ) Pro B, plati ze:

ny

—_ A n e
zn, =0 (mod ny) 2z =k, — kde k. € Ny
Cnsd(n,
yng > 0Azna+yng < C = k. "-"J("llll-’!z} n<C—k,<° "’n)(:;-"’) -k, €
<0 Cnsd(n):n))> - B. = Cnsd(n) ,nz)
£ &

nyng nyn;



Pro B,, obdobné plati, ze B, = %Efj“)

Pro B, plati, ze zn, + ynz = C. Pouzijeme Bézoutovu vétu, z podminek
vime, Ze ny a ng déli C, takze rovnice md feSeni a to ve tvaru zo—k. ; dl’::_n 1Yot
g ” ’ < < o PO = . = C P Y
k. —;nid(n)n‘]' Jednim feSenim je zjevné xo = 0,y = e neboli vsechna reseni
budou ve tvaru —k.—25— £ 4k

na

nsd(nansg® ny "Cnsd(nansy)’
nezaporné a proto k. < 0A k. > —("—'"d}'%l — k. € <—"‘"—"‘l‘},%l;0> - B, =
Cnsd(na,ns)

nany
4Ll . 3 _ Cnsd(ny nz2) Cnsd(ny.ns) Cnsd(na.ny)

Dostavame tedy, zc’B P, +’ T .+ nane. ’

2) Z nedostatku mista a ¢asu tu neni zapsin dukaz, ktery fikd ze obsah
trojihelniku se rovna m(l + g — 1). Spociva v vypocitiani obsahu
jedné miizky pomoci vektoru a poté pouziti Pickova vzorce na mfizce zvétsené

"l
nsd(ny.nz.ny*

e
3)Je zrejmé, ze obsah trojihelniku s vrcholami <'b‘) - (LO) - ( 0) bude

zaroven oboje feSeni musi byt

(¢}

na 0
_c? % orafo—t . ot Ava 4 _C? n B _
nony - L uz zminénych dikazu dostavame rovnost 5= = o (I + 3
1 12 I 2 : —_ “—(A—"L ” {
1), ktera lze piepsat do tvaru B + J = S nsdlmnans) 4 B 4 1 Dogazenim za B
2ninang 2

do levé strany a nam vyjde findlni rovnost, kterd uréuje pocet viech moznych
kombinaci éisel z,z,y

(_'znsd(nlnxn_.‘] Cnsd(n;.nz) Cnsd(n).ny) Cnsd(nyz.na) |,
B+ I= 2ninans + 2ninz 2ning + 2nang +1

V ¢lanku jsme se zabyvali vyuZitim Pickova vzorce v kombinatorice pro rozpocitani minci.
Experimentalné jsme dosli k podobam vzorcl, ze kterych po naslednych Upravach a ovérenich

vzesSel vzorec:

c
B +1=-———/(c-nsd(n;;ny;n3) + ny - nsd(ny; n3) + ny - nsd(ng; n3) + n3 - nsd(ny;ng)) + 1
2- ng-np;- -ng
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