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Abstrakt

Práce se zabývá kladnou část́ı oboru racionálńıch č́ısel, jej́ı reprezentaćı pomoćı
Calkin-Wilfova stromu, d̊usledky, které z této reprezentace výplývaj́ı, a také aplika-
cemi, jež tento binárńı strom má.

1 Úvod

Racionálńı č́ısla jsou taková č́ısla, která lze zapsat do tvaru zlomku, jenž má ve jmeno-
vateli i čitateli celé č́ıslo. Dohromady tvoř́ı množinu racionálńıch č́ısel. Tuto množinu je
třeba vhodně reprezentovat, abychom mohli ověřovat a zkoumat jej́ı vlastnosti. T́ımto
problémem se mimo jiné zabýval i matematik Stern a duo Calkin a Wilf. Ve zbytku práce
prozkoumáme poznatky plynoućı z Calkin-Wilfova binárńıho stromu.

2 Obecné poznatky k teorii množin

2.1 Mohutnost

U všech množin můžeme určit mohutnost. U konečných množin mohutnost představuje
prostý počet jej́ıch prvk̊u. V 19. stolet́ı ji německý matematik G. Cantor zavedl i u množin
nekonečných. Nejméně mohutné nekonečné množiny maj́ı mohutnost rovnou |N| = ℵ0.
Tuto mohutnost má nejen množina přirozených č́ısel, ale i všechny daľśı množiny, na
nichž můžeme z N provést bijekci. Množiny tohoto charakteru poté nazýváme spočetnými
a patř́ı do nich, ačkoliv se to zdá nepravděpodobné, i č́ısla racionálńı.

2.2 Bijekce

Bijekce je vzájemně jednoznačné zobrazeńı, tj. mějme dvě množiny A,B. Je-li možno ke
každému prvku z množiny A jednoznačně přǐradit právě jeden protěǰsek z množiny B tak,
že každý prvek v množině B bude přǐrazen právě jednou, pak lze provést mezi těmito
množinami bijekci. U konečných množin je nutným parametrem shodný počet prvk̊u v
množině, u množin nekonečných se v našem kontextu bav́ıme o schopnosti libovolnou
nekonečnou množinu indexovat pomoćı č́ısel z N.



3 Reprezentace racionálńıch č́ısel

Bijekci mezi racionálńımi a přirozenými č́ısly můžeme znázornit pomoćı vizuálńıho zápisu
množiny – dvěma často už́ıvanými postupy jsou Cantorova diagonálńı metoda (tabulka 1)
a Calkin-Wilf̊uv strom, z nichž druhý zmı́něný považujeme pro naše účely za lepš́ı. Na
obr. 1 ńıže je vyobrazený obecný předpis pro tento strom plat́ıćı pro jakýkoliv rodičovský
zlomek a

b
, kde a, b ∈ N. Na obr. 2 jsou poté prvńı 3 patra stromu.

m/n 1 2 3 . . .
1 1/1 2/1 3/1 . . .
2 1/2 2/2 2/3 . . .
3 1/3 2/3 3/3 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .
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4 Vlastnosti Calkin-Wilfova stromu

Jelikož výše tvrd́ıme, že Calkin-Wilf̊uv strom je vhodnou reprezentaćı racionálńıch č́ısel,
je na mı́stě prokázat, že tomu tak skutečně je. V této sekci si tedy nejprve dokážeme, že
strom skutečně obsahuje všechna racionálńı č́ısla, poté prokážeme, že se žádná č́ısla uvnitř
stromu neopakuj́ı, a konečně si ověř́ıme, že všechny zlomky uvnitř stromu jsou opravdu
v základńım tvaru.

Věta 1. C-W strom obsahuje všechna racionálńı č́ısla.

D̊ukaz. Důkaz provedeme indukćı na r + s. Prvńım krokem je r + s = 2, což plat́ı pro
zlomek 1

1
, který ve stromu jistě obsažený je. Nyńı vezmeme libovolný zlomek ve tvaru r

s
,

kde r, s ∈ N. Ten (ze znalosti předpisu stromu) vznikl bud’ z uzlu r−s
s

pro r > s nebo r
s−r

pro s > r. Z indukčńıho předpokladu oba tyto zlomky ve stromu budou obsaženy, protože
r < r + s i s < r + s. Z toho plyne, že i zlomek r

s
bude ve stromě obsažen.

Věta 2. Všechny členy C-W stromu jsou v základńım tvaru.

D̊ukaz. Důkaz opět provedeme pomoćı indukce tak, že ukážeme, že r, s libovolného zlomku
r
s
z C-W stromu muśı být nesoudělné. Tato skutečnost plat́ı u prvńıho zlomku 1

1
. Z

indukčńıho předpokladu plyne, že libovolný zlomek r
s
je v základńım stavu, a jeho potomci,

kteř́ı maj́ı tvar r+s
s

a r
r+s

, jsou tedy zřejmě také v základńım tvaru.

Věta 3. Uvnitř C-W stromu se žádné zlomky neopakuj́ı.

D̊ukaz. Provedeme př́ımý d̊ukaz, který vycháźı z předpokladu, že jsou všechny zlomky v
základńım tvaru (což bylo dokázáno) a že mezi č́ısly ve stromě neńı nulový prvek. T́ım
pádem muśı platit: r + s ̸= r ̸= s a z předpisu stromu plat́ı, že stejné r + s je vždycky v
právě jednom čitateli a v právě jednom jmenovateli, pokaždé s jiným č́ıslem (r, nebo s).
T́ım dokazujeme unikátnost každého zlomku.

5 Operace s Calkin-Wilfovým stromem

V C-W strom má několik pozoruhodných vlastnost́ı, které př́ımo vyplývaj́ı ze zp̊usobu,
jakým roste, a lze je matematicky popsat pomoćı základńıch princip̊u stromu a racionálńıch
č́ısel.



5.1 Řazeńı č́ısel v patře

Nejprve si ukážeme zp̊usob, jakým podle velikosti seřadit zlomky v konkrétńı vrstvě
stromu. Ze stavby stromu v́ıme, že prvky v levé větvi jsou vždy menš́ı než v pravé.
Proto bude v pořad́ı záležet, na které větvi č́ısla jsou. Nejmenš́ı prvek bude tedy nejv́ıce
vlevo. Daľśı bude nejv́ıce vlevo, ale v pravé polovině stromu. Takto budeme stř́ıdat strany,
dokud se nedostaneme až k prvku nejv́ıce napravo, který je z řádku nejvyšš́ı.

5.2 Návaznost čitatele a jmenovatele

Dále si ukážeme, že č́ısla ve jmenovateli jednoho členu a v čitateli následuj́ıćıho členu jsou
stejná.
Pro č́ısla ve stejné větvi to vyplývá ze samotné definice stromu. Pro vedleǰśı větve to
nemuśı být tak očividné. Jako d̊ukaz poslouž́ı obr. 3, kde začneme libovolným zlomkem a

c
.

Pro následuj́ıćı patra vid́ıme, že rovnost také vyplývá z předpisu, tud́ıž máme návaznost
dokázanou (obr. 4 tvrzeńı dokazuje pro libovolné patro).
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5.3 Sternova diatomická posloupnost

Vezmeme-li všechna č́ısla obsažená v Calkin-Wilfově stromě, hodnota jejich čitatel̊u nám
tvoř́ı Sternovu posloupnost bn = 1, 1, 2, 1, 3, 3, 2, 3, 1 . . . Ze zápisu stromu pomoćı obecného
předpisu (obr. 5) a člen̊u posloupnosti (obr. 6) vyplývaj́ı 3 rovnice (ńıže je př́ıklad pro
n = 6, tedy 2n+ 1 = 13), pomoćı kterých jsme schopni posloupnost od základńıho členu
popsat.
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bn = b2n+1

bn+1 = b2n+3

b2n+2 = bn+1 + bn

Nav́ıc existuje speciálńı posloupnost, která má stejné členy (a tedy splňuje stejný
předpis). Tato posloupnost udává pro n-tý člen počet možných rozklad̊u č́ısla n na sč́ıtance
mocnin 2 tak, že každá mocnina se v rozkladu vyskytne nejvýše dvakrát.



n = 6 → bn = 3

6 = 22 + 21

6 = 21 + 21 + 21

6 = 22 + 20 + 20

n = 13 → bn = 3

13 = 23 + 22 + 20

13 = 23 + 21 + 21 + 20

13 = 22 + 22 + 22 + 20

5.4 Následuj́ıćı zlomek

Z posloupnosti rovněž vyplývá předpis fuknce udávaj́ıćı následuj́ıćı zlomek. Ten využ́ıvá
počet pater k, které jsou mezi daným zlomkem a uzlem, který má společný s následuj́ıćım
zlomkem.
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V č́ısle x = y
y+1

+ k, kde k ∈ N0, máme celou část ⌊x⌋ = k a zlomkovou část {x} = y
y+1

(zbytek źıskaný po odečteńı dolńı celé části). Sousedńı zlomek lze upravit na 1
k+1− y

1+y
a

následně ho vyjádř́ıme pomoćı ⌊x⌋ a {x}. Dostaneme tak funkci f(x), ta každému zlomku
přǐrad́ı následuj́ıćı: f(x) = 1

⌊x⌋+1−{x} .

6 Závěr

Úspěšně jsme se seznámili s problematikou Calkin-Wilfovova stromu a zdárně jsme vy-
pracovali d̊ukaz jeho použitelnosti pro př́ıpad racionálńıch č́ısel. Mimo to se nám rovněž
podařilo nalézt a dokázat některé daľśı zaj́ımavé vlastnosti C-W stromu.
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