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Abstrakt
Ve vesmı́ru existuje řada jev̊u zp̊usobuj́ıćıch chladnut́ı, resp. zahř́ıváńı objekt̊u.

Tento miniprojekt se zabývá aplikaćı rovnice vedeńı tepla na problematiku pečeńı
tzv. sférického krocana jako určitého teoretického modelu a verifikaćı empiricky sta-
novené Panofskyho konstanty umožňuj́ıćı výpočet doby pečeńı s nelineárńı závislost́ı
na jeho hmotnosti. Výsledky jsou zpracovány analyticko-numerickými metodami
v programu Wolfram Mathematica. Text je sázen v publikačńım systému LATEX.

1 Úvod

Š́ı̌reńı tepla

Všechny objekty ve vesmı́ru chladnou, resp. se zahř́ıvaj́ı v d̊usledku změny své vnitřńı ener-
gie, která se realizuje v podobě uvolňováńı, resp. přij́ımáńı tepla. V principu rozlǐsujeme
3 zp̊usoby jeho š́ı̌reńı - prouděńım, zářeńım a vedeńım.

Š́ı̌reńı tepla prouděńım odpov́ıdá makroskopickému pohybu mediálńı tekutiny a po-
pisuje se pomoćı transportńıch rovnic v mechanice kontinua. Š́ı̌reńı tepla zářeńım od-
pov́ıdá přenosu energie prostřednictv́ım elektromagnetických vln a popisuje se pomoćı
Maxwellových rovnic. Š́ı̌reńı tepla vedeńım je zp̊usobeno oscilacemi v krystalické mř́ıžce
vodivého prostřed́ı a popisuje se rovnićı vedeńı tepla. V tomto miniprojektu se omeźıme
na tento 3. zp̊usob, tj. š́ı̌reńı tepla vedeńım.

Rovnice vedeńı tepla

Fourier̊uv zákon pro 3D neustálené vedeńı tepla v isotropńım nehomogenńım prostřed́ı se
součinitelem tepelné vodivosti λ(r⃗) definuje obecně vektorové pole hustoty tepelného toku
φ⃗(r⃗, t) = −λ(r⃗)∇u(r⃗, t), kde r⃗ = (x, y, z) označuje polohový vektor kartézských souřadnic
a ∇ = ( ∂

∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z
) je operátor nabla.

V homogenńım isotropńım prostřed́ı charakterizovaném součinitelem tepelné vodivosti
λ = konst., měrnou tepelnou kapacitou c = konst. a objemovou hustotou ρ = konst. lze
z Fourierova zákona pro daný element objemu odvodit rovnici vedeńı tepla s danými
okrajovými a počátečńımi podmı́nkami pro neznámou funkci teploty u = u(r⃗, t) ve tvaru

λ

cρ
∇2u− ∂u

∂t
+

P

cρ
= 0, (1)



kde ∇2 = ∂
∂x2 + ∂

∂y2
+ ∂

∂z2
je Laplace̊uv operátor a P = P (r⃗, t) je měrný tepelný výkon

zdroj̊u nebo ztrát tepla v prostřed́ı.
V př́ıpadě sférické symetrie lze p̊usobeńı Laplaceova operátoru na funkci u(r, t) zapsat

jako ∇2
su(r, t) =

1
r2

∂
∂r

(
r2 ∂u

∂r

)
, kde r =

√
x2 + y2 + z2 představuje sférický poloměr. Okra-

jová počátečńı úloha bez zdroj̊u P = 0 lze pro sféricky symetrický př́ıpad v rámci objektu
poloměru R formulovat pomoćı rovnice vedeńı tepla ve tvaru
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k

r2
∂
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(
r2
∂u
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)
, k =

λ

cρ
(2)

s okrajovou podmı́nkou pro teplotu uR na povrchu r = R, resp. počátečńı podmı́nkou pro
teplotu u0 v čase t = 0 ve tvaru

u(R, t) = uR, t > 0, u(r, 0) = u0, 0 < r < R. (3)

2 Pečeńı sférického krocana

V této části se pokuśıme částečně zreprodukovat a kriticky zhodnotit výsledky obsažené
v praćıch [1] a [2] s d̊urazem na použit́ı výhradně metrické soustavy jednotek - kilogramy
( kg), metry (m) a stupně Celsia ( ◦C) mı́sto soustavy imperiálńı [3] - libry ( lb), palce
( in) a stupně Fahrenheita ( ◦F), tj. použ́ıváme převodńı vztahy

1 lb = 0, 45 kg, 1 in = 0, 025m, ◦C =
5

9
( ◦F− 32) . (4)

Panofskyho vzorec

Na základě teoretického modelu v rámci sférické symetrie krocana se pokuśıme verifikovat
nelineárńı Panofskyho vzorec pro dobu jeho pečeńı

tP =
M

2
3

Pe

, (5)

kde M je hmotnost krocana a Pe je empiricky stanovená Panofskyho konstanta, kterou
lze pro naše účely zapsat v metrických jednotkách jako

Pe = 1, 5 lb
2
3 · h−1 = 0, 88 kg

2
3 · h−1. (6)

Škálovaćı symetrie

S využit́ım škálovaćı symetrie

(r, t) 7→ (s, τ) = (a r, b t), (7)

lze ukázat, že pro hodnotu b = a2 z̊ustává rovnice vedeńı tepla (1) invariantńı, tj. plat́ı
stejné vnitřńı podmı́nky. Pro r̊uzné hmotnosti krocana M1 a M2 s odpov́ıdaj́ıćımi dobami
pečeńı t1 a t2 odtud za těchto neměnných podmı́nek plyne vztah

M
2
3
1

t1
=

M
2
3
2

t2
=: P, (8)



který v principu umožňuje definovat Panofskyho konstantu P . Dle práce [1] pak pro
hodnoty M1 = 4, 5 kg a t1 = 4h dostaneme

P1 =
M

2
3
1

t1
= 0, 68 kg

2
3 · h−1, (9)

což př́ılǐs empirické hodnotě (6) neodpov́ıdá.

Analytické řešeńı

Řešeńı okrajové počátečńı úlohy (2) a (3) lze podle [1] nalézt metodou separace proměnných
v analytickém tvaru nekonečné funkčńı řady

u(r, t) = lim
N→+∞

uN(r, t) (10)

v rámci N -té aproximačńı funkce

uN(r, t) = uR +
2R(u0 − uR)
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n
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)
, N ∈ N. (11)

Výsledky z 1. aproximačńı funkce

Podobně jako v práci [2] lze pro nejhrubš́ı odhad N = 1 použ́ıt 1. aproximačńı funkci

u1(r, t) = uR +
2R(u0 − uR)

π

sin πr
R

r
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(
−π2k

R2
t

)
, (12)

která umožňuje explicitně vyjádřit finálńı čas doby pečeńı

tf = α ln
2β(uR − u0)

uR − uf

, α =
R2

π2k
, β =

sin
πrf
R

πrf
R

k =
λ

cρ
(13)

pro požadovanou referenčńı teplotu uf = u1(rf , tf ) odpov́ıdaj́ıćı optimálńı teplotě na
referenčńım poloměru rf . Odtud lze dále v analogii se vztahem (8) určit pro hmotnost
M = 4

3
πR3ρ teoretickou predikci pro Panofskyho konstantu ve tvaru

P =
M

2
3

tf
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λ

c

(
16π8

9ρ

) 1
3 1

ln 2β(uR−u0)
uR−uf

, β =
sin

πrf
R

πrf
R

. (14)

Pro rf = 0 je limitně β = 1, č́ımž sice úspěšně zreprodukujeme obecný vztah z práce [2],
ale s odlǐsnou č́ıselnou hodnotou pro totožná vstupńı data dle Tabulky 1, tj.

P2 =
λ

c

(
16π8

9ρ

) 1
3 1

ln 2(uR−u0)
uR−uf

= 0.99 kg
2
3 · h−1 ̸= 0.68 kg

2
3 · h−1, (15)

což pravděpodobně naznačuje chybu v práci [2].



u0 [ ◦C] uf [ ◦C] uR [ ◦C] λ [ J ·m−1K−1h−1] c [ J · kg−1K−1] ρ [ kg ·m−3]

20 85 163 1 800 3 530 1 050

Tabulka 1: Vstupńı data dle [2]

Obrázek 1: Graf aproximačńıch funkćı pro N ∈ {1; 10; 100}

3 Závěr

V programuWolframMathematica jsme vykreslili aproximačńı funkce proN ∈ {1; 10; 100}
v rámci referenčńıho poloměru rf = 0, přičemž jednotlivé křivky odpov́ıdaj́ı funkci

uN,0(t) = lim
r→0

uN(r, t), (16)

jejichž graf lze nalézt na Obrázku 1.
Pro ńızká N je nepřesnost výrazná, ale jen kolem počátečńı podmı́nky u0. Všechny

křivky se protnou s uf v přibližně stejném bodě tf = 6h odpov́ıdaj́ıćı optimálńı době
pečeńı pro zvolený poloměr R = 0, 15m se zanedbatelnou odchylkou, což implikuje, že
bod tf je v dostatečné vzdálenosti od počátku, aby pro praktické účely nezáleželo na
hodnotě N .
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