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Abstrakt

Ramseyova teorie se zabývá př́ıklady, které hledaj́ı nejmenš́ı možný počet prvk̊u
zaručuj́ıćı danou vlastnost. Patř́ı mezi ně např. Party Problem, Happy End Problem
nebo Van der Waerden Problem. Pro poč́ıtače jsou př́ıklady z dané oblasti značně
časově náročné, ale úvahou lze výsledku dosáhnout leckdy za pár vteřin. Ramseyovu
teorii velmi rozvinul mad’arský matematik Pál Erdős.

1 Ramseyova teorie

F. P. Ramsey (1903 – 1930) byl britský matematik a filozof, který i navzdory faktu, že
zemřel v pouhých 26 letech, publikoval mnoho článk̊u zabývaj́ıćıch se kombinatorikou,
pravděpodobnost́ı, matematickou ekonomíı a mimo jiné vymyslel Ramseẙuv teorém
(zjednodušeně: absolutńı chaos neńı možný).

Ramseyova teorie se zabývá hledáńım nejmenš́ıho počtu prvk̊u, které garantuj́ı danou
vlastnost. Nejlépe tuto teorii pochoṕıme demonstraćı na následuj́ıćıch 2 př́ıkladech.

Př́ıklad 1. Vybereme- li z č́ısel 1, 2, 3, . . . 2n libovolně n + 1 č́ısel, pak mezi nimi vždy
najdeme 2 č́ısla nesoudělná. Vybrat n č́ısel nestač́ı.

Vysvětleńı. Vždy, když vybereme n + 1 prvk̊u, objev́ı se mezi nimi 2 po sobě jdoućı
č́ısla a ta nejsou soudělná. Pokud ale vybereme pouze n prvk̊u, může nastat situace, kdy
vybereme např. n sudých č́ısel, která budou vždy po dvojićıch soudělná.

Př́ıklad 2. Vezmi prvńıch 101 přirozených č́ısel a uspořádej je libovolně. Pak vždy najdeš
rostoućı nebo klesaj́ıćı posloupnost 11 č́ısel. (Prvńıch 100 č́ısel nestač́ı.)

Vysvětleńı. K dokázáńı, že 100 prvk̊u nestač́ı, si č́ısla uspořádáme ve tvaru

91, 92, 93, . . . , 100; 81, 82, 83, . . . 90; . . . . . . , 11, 12, 13 . . . 20; 1, 2, 3, . . . 10.

Čtenář si rozmysĺı, že v takovémto uspořádáńı nenajdeme ani klesaj́ıćı, ani rostoućı
posloupnost 11ti č́ısel.
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2 Van der Waerden̊uv problém

B. L. van der Waerden (1903 – 1996) byl holandský matematik, který se věnoval předevš́ım
abstraktńı algebře. Ve svém d́ıle Algebra byl prvńı, kdo obsáhl toto téma jako celek. Jeho
jméno bude navždy zapamatováno d́ıky Van der Waerdenovu testu, č́ıslu a teorému, který
spadá do Ramseyovy teorie.

2.1 Van der Waerden̊uv teorém

Věta 1. Pro každé r, k ∈ N existuje N ∈ N takové, že pokud č́ısla {1, 2, . . . , N} obarv́ıme
náhodně každé jednou z r r̊uzných barev, pak m̊užeme vybrat k monochromatických člen̊u
aritmetické posloupnosti. Nejmenš́ı možné N určuje Van der Waerdenovo č́ıslo W (r, k).

V našem př́ıpadě jsme řešili problém pro r = 2, k = 3, tedy hledali jsme nejmenš́ı
počet prvńıch přirozených č́ısel, ve kterých po obarveńı dvěma barvami nalezneme tři
členy aritmetické posloupnosti.

Přijdeme na to, že N = 8 je málo, protože můžeme barvit např́ıklad následovně:

12345678

Pokud přidáme deváté č́ıslo, tak při jeho libovolném obarveńı najdeme 3 členy aritmet-
ické posloupnosti. Důkaz provedeme bud’

”
hrubou silou“ (prozkoumáńım všech možnost́ı),

nebo matematicky.

2.2 Důkaz
”
hrubou silou“

Všechny možnosti jsme procházeli poč́ıtačovým programem napsaném v C++, Mathe-
matica a PHP.

Obrázek 1: Dvě ukázky výstupu z programu. Barevné rozlǐseńı je reprezentováno
podtržeńım a nadtržeńım. V prvńım sloupci jsou posloupnosti nalezené v podtržených,
ve druhém v nadtržených. Po řádćıch se zvyšuje diference.

2.3 Matematický d̊ukaz

V tomto př́ıpadě zkouš́ıme č́ısla vybarvovat od středu č́ıselné řady (5). Pro zjednodušeńı
jsme mı́sto č́ısel použili ṕısmena a a b symbolizuj́ıćı jednotlivé barvy. Tečky znázorňuj́ı
volná mı́sta. Začneme t́ım, že č́ıslo pět obarv́ıme bez újmy na obecnosti barvou a -
následuje pět možnost́ı daľśıho obarvováńı, z nichž jednu jsme znázornili ńıže a zbylé
naznačili. Každé daľśı obarveńı pole zabraňuje vzniku aritmetické řady. Nakonec však
vznikne pole, kam nelze doplnit ani a ani b - to je označeno !!!.



Postup vyplněńı Ostatńı možnosti začátku
1 2 3 4 5 6 7 8 9
. . . a a . . . .
. . b a a b . . .
. . b a a b . . a
. . b a a b b !!! a

1 2 3 4 5 6 7 8 9
. . a b a . . . .
. a b b a . . . .
a b b b a . . . .
b b b b a . . . .

3 Party Problem

Daľśım známým problémem, na který lze Ramseyovu teorii použ́ıt, je Party Problem.
Ćılem je naj́ıt nejmenš́ı počet lid́ı, kteř́ı se muśı účastnit več́ırku, má-li být zajǐstěno, že
mezi nimi existuje trojice, kde každý zná každého, nebo existuje trojice, kde nikdo nezná
nikoho. Abychom mohli tento problém matematicky snadno popsat, celou situaci budeme
reprezentovat grafem. Vrcholy grafu představuj́ı hosty a hrana mezi dvěma vrcholy zna-
mená, že se dańı dva lidé znaj́ı. Nyńı můžeme přeformulovat úlohu na hledáńı minimálńıho
počtu vrchol̊u grafu tak, abychom měli jistotu, že se v grafu budou nacházet tři navzájem
propojené vrcholy nebo tři vrcholy, mezi nimiž nebude žádná hrana.

Následuj́ıćı obrázek ukazuje, že pět lid́ı nestač́ı:

Na grafu o šesti vrcholech už ale dokážeme, že podmı́nku naš́ı úlohy vždy splňuje. Z
libovolného vrcholu (označme jej A) vedou alespoň tři hrany, nebo existuj́ı alespoň tři
vrcholy, se kterými vrchol A spojen hranou neńı. Bez újmy na obecnosti proto uvažujme,
že z daného vrcholu vedou tři hrany. Označme vrcholy spojené s vrcholem A jako B, C a
D. Pokud by existovala hrana mezi některými dvěma těmito vrcholy, tvořily by s vrcholem
A trojici navzájem propojených vrchol̊u a tvrzeńı by platilo. Pokud mezi B, C a D neńı
žádná hrana, tvoř́ı tyto vrcholy hledanou trojici nepropojených vrchol̊u.

Důkaz, že všechny grafy na šesti vrcholech vyhovuj́ı podmı́nce Party Problemu můžeme
provést také pomoćı poč́ıtače otestováńım všech možných graf̊u na šesti vrcholech. Pokud
program nebudeme nijak optimalizovat a budeme uvažovat všechny grafy včetně těch,
které jsou navzájem izomorfńı, budeme muset otestovat 215 = 32768 graf̊u. Výpočet
našeho programu napsaného v prostřed́ı Wolfram Mathematica trval přibližně 25 minut.

Zobecněńım úlohy Party Problem je situace, kdy hledáme nejmenš́ı počet lid́ı, kteř́ı
se muśı účastnit več́ırku, má-li být zajǐstěno, že mezi nimi existuje n-tice, kde každý zná
každého, nebo existuje n-tice, kde nikdo nezná nikoho. Pokud bychom se snažili řešit

tento problém hrubou silou bez jakékoli optimalizace, museli bychom ozkoušet 2
n(n−1)
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graf̊u. Exponenciálńı časová složitost programu je d̊uvodem, proč přesná mez dostačuj́ıćıho



počtu lid́ı pro vyšš́ı n neńı známá. Pro n = 4 je potřeba minimálně 18 lid́ı na več́ırku, ale
pro vyšš́ı n známe jen horńı a dolńı odhady.

4 Happy End Problem

Happy End Problem byl zformulován ve třicátých letech minulého stolet́ı. Jako prvńı
s ńım přǐsla matematička Esther Klein. Ta položila otázku, kolik bod̊u, z nichž žádné
tři nelež́ı v př́ımce, je minimálně potřeba, aby některé z nich vždy tvořily vrcholy kon-
vexńıho čtyřúhelńıku. Sama si odpověděla a následně se začal zkoumat stejný problém
pro pětiúhelńık i obecně pro n-úhelńık.

Nejmenš́ı počet bod̊u pro čtyřúhelńık je 5, což Ester dokázala pomoćı tzv. konvexńıch
obal̊u (tj. konvexńı n-úhelńık zahrnuj́ıćı všechny dané body):

Každých pět bod̊u v rovině lze uzavř́ıt bud’ do konvexńıho pětiúhelńıku, čtyřúhelńıku,
nebo trojúhelńıku. Pokud vybereme libovolné čtyři body z pětiúhelńıku, vytvoř́ı konvexńı
čtyřúhelńık a u čtyřúhelńıku jsou hledanými body čtyři krajńı. V trojúhelńıku spoj́ıme
dva vnitřńı body př́ımkou, která nám rozděĺı rovinu na dvě poloroviny - v́ıme, že v jedné
se nacháźı jeden vrchol trojúhelńıku a v druhé dva. Spoj́ıme-li dva vnitřńı body s dvěma
vrcholy trojúhelńıku lež́ıćımi ve stejné polorovině, źıskáme konvexńı čtyřúhelńık.

Obdobně najdeme výsledek i pro pětiúhelńık, kde je minimálńı počet bod̊u devět.
Jeden z př́ıpad̊u, kdy osm nestač́ı:

Vzápět́ı po vysloveńı problému přǐsel matematik György Szekeres s obecným řešeńım;
s počtem bod̊u N(n), které zajist́ı existenci konvexńıho n-úhelńıku. Esther Klein t́ım
tak uchvátil, že źıskal jej́ı ruku - od té doby se tomuto problému přezd́ıvá Happy End
Problem. Posléze byla vyslovena přesněǰśı hypotéza, že pro n-úhelńık je minimálńı počet
bod̊u 2n−2 + 1, ta však ještě nebyla potvrzena.

5 Pál Erdős a Ramseyova teorie

Pál Erdős se narodil roku 1913 v Budapešti v rodině matematik̊u. Již jako d́ıtě jevil
známky geniality, ve čtyřech letech ovládal záporná č́ısla a v deseti byl okouzlen Euklei-
dovým d̊ukazem nekonečnosti prvoč́ısel, který mu ukázal jeho otec - tehdy se malý Pál
rozhodl, že se stane matematikem. Své tituly źıskal velice brzy, všechny za d̊ukazy týkaj́ıćı
se prvoč́ısel. Během svého života napsal Erdős rekordńı počet článk̊u. Protože měl kromě



velkého množstv́ı publikaćı i obrovský počet spoluautor̊u, bylo na jeho počest definováno
Erdősovo č́ıslo. On sám má č́ıslo 0, každý jeho spoluautor 1, spoluautor spoluautora 2
atd.

Pál Erdős také hledal
”
Zázračné děti“. Jedńım z nich byl např. Lájos Pósa, kterého

si Erdős prověřil Př́ıkladem 1. Lájos ho během chvilky vyřešil a d́ıky tomu byl Erdősem
přizván ke spolupráci.

Tento matematik ze svých životńıch zkušenost́ı usoudil, že Bůh rozhodně nemůže být
dobrý a přezd́ıval mu Supreme Fascist (SF). Krom toho tvrdil, že SF má Knihu (The
Book), která obsahuje jen ty nejhezč́ı d̊ukazy. Největš́ı pochvalou tedy bylo, když o vašem
d̊ukazu prohlásil: ”It’s straight from the Book.”

O Erdősovi se ale zmiňujeme proto, že jeho obĺıbeným odvětv́ım matematiky byla
právě Ramseyova teorie, kterou rozvinul a zpopularizoval.

6 Závěr

Během našeho miniprojektu jsme se postupně seznámili s Ramseyovou teoríı, Van der
Waerdenovým problémem, Happy end problémem a Party problémem. Dále jsme se
dozvěděli několik zaj́ımavých fakt̊u o životě Pála Erdőse a jeho vědecké práci. Nakonec
jsme si některé z výsledk̊u ověřili naprogramováńım v r̊uzných jazyćıch, č́ımž se potvrdilo,
že některé úlohy jsou pro poč́ıtač opravdu složité a poč́ıtači zaberou hodně času, zat́ımco
jejich matematický d̊ukaz je krátký a elegantńı.
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