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Abstrakt

Ramseyova teorie se zabyva piiklady, které hledaji nejmensi mozny pocet prvkii
zarucujici danou vlastnost. Pati{ mezi né napt. Party Problem, Happy End Problem
nebo Van der Waerden Problem. Pro pocitace jsou piiklady z dané oblasti znacné
Casové narocné, ale iivahou lze vysledku dosdhnout leckdy za par vterin. Ramseyovu
teorii velmi rozvinul mad’arsky matematik P4l Erdés.

1 Ramseyova teorie

F. P. Ramsey (1903 — 1930) byl britsky matematik a filozof, ktery i navzdory faktu, ze
zemiel v pouhych 26 letech, publikoval mnoho ¢lanku zabyvajicich se kombinatorikou,
pravdépodobnosti, matematickou ekonomii a mimo jiné vymyslel Ramseytuv teorém
(zjednodusené: absolutni chaos neni mozny).

Ramseyova teorie se zabyva hledanim nejmenstho poctu prvku, které garantuji danou
vlastnost. Nejlépe tuto teorii pochopime demonstraci na nasledujicich 2 piikladech.

Priklad 1. Vybereme- li z ¢isel 1,2,3,...2n libovolné n + 1 ¢isel, pak mezi nimi vZdy
najdeme 2 c¢isla nesoudélnd. Vybrat n cisel nestaci.

Vysvétleni. Vzdy, kdyz vybereme n + 1 prvki, objevi se mezi nimi 2 po sobé jdouci
¢isla a ta nejsou soudélna. Pokud ale vybereme pouze n prvku, muze nastat situace, kdy
vybereme napi. n sudych cisel, ktera budou vzdy po dvojicich soudélna. O]

Priklad 2. Vezmi prunich 101 prirozenych c¢isel a usporadej je libovolne. Pak vZdy najdes
rostouct nebo klesajici posloupnost 11 éisel. (Pronich 100 ¢éisel nestaci.)

Vysveétleni. K dokéazani, ze 100 prvku nestaci, si cisla usporadame ve tvaru
91,92,93,...,100;81,82,83,...90;...... ,11,12,13...20;1,2,3,...10.

Ctenar si rozmysli, ze v takovémto uspotadani nenajdeme ani klesajici, ani rostouci

posloupnost 11ti cisel.
m



2 Van der Waerdenuv problém

B. L. van der Waerden (1903 — 1996) byl holandsky matematik, ktery se vénoval predevsim
abstraktni algebie. Ve svém dile Algebra byl prvni, kdo obséhl toto téma jako celek. Jeho
jméno bude navzdy zapamatovano diky Van der Waerdenovu testu, ¢islu a teorému, ktery
spada do Ramseyovy teorie.

2.1 Van der Waerdenuv teorém

Veéta 1. Pro kazdé r,k € N existuje N € N takové, Ze pokud ¢isla {1,2,..., N} obarvime
nahodné kazdé jednou z r ruznych barev, pak muzeme vybrat k monochromatickiych clent
aritmetické posloupnosti. Neyjmensi mozné N urcéuje Van der Waerdenovo ¢islo W (r, k).

V nasem pripadé jsme fesili problém pro r = 2,k = 3, tedy hledali jsme nejmensi
pocet prvnich prirozenych cisel, ve kterych po obarveni dvéma barvami nalezneme tti
¢leny aritmetické posloupnosti.

Prijdeme na to, ze N = 8 je malo, protoze muzeme barvit napiiklad nasledovneé:

12345678

Pokud pridame devaté ¢islo, tak pfi jeho libovolném obarveni najdeme 3 cleny aritmet-
ické posloupnosti. Dikaz provedeme bud’ ,,hrubou silou® (prozkoumanim vsech moznost{),
nebo matematicky:.

2.2 Dikaz ,,hrubou silou*

Vsechny moznosti jsme prochéazeli pocitacovym programem napsaném v C+4, Mathe-
matica a PHP.

123456789 | 123456789 123456789 | 123456789
123456789 | 123456789 123456789 | 123456789
123456789 | 123456789 123456789 | 123456789
123456789 | 123456789 123456789 | 123456789

Obrazek 1: Dvé ukazky vystupu z programu. Barevné rozliSeni je reprezentovano
podtrzenim a nadtrzenim. V prvnim sloupci jsou posloupnosti nalezené v podtrzenych,
ve druhém v nadtrzenych. Po fadcich se zvysSuje diference.

2.3 Matematicky dikaz

V tomto pripadé zkousime ¢isla vybarvovat od stiedu ¢iselné rady (5). Pro zjednoduseni
jsme misto cisel pouzili pismena a a b symbolizujici jednotlivé barvy. Tecky znazornuji
volna mista. Zacneme tim, ze ¢islo pét obarvime bez Ujmy na obecnosti barvou a -
nasleduje pét moznosti dalsiho obarvovani, z nichz jednu jsme zndzornili nize a zbylé
naznacili. Kazdé dalsi obarveni pole zabranuje vzniku aritmetické fady. Nakonec vsak
vznikne pole, kam nelze doplnit ani a ani b - to je oznaceno !//.



POSTUP VYPLNEN{ OSTATNI MOZNOSTI ZACATKU

123 45 6 7 8 9 1 2 3 45 6 7 8 9
.oa a . . a b a
b a a b . a b b a
b a a b a a b b b a
b a a b b !l a b b b b a

3 Party Problem

Dalsim znamym problémem, na ktery lze Ramseyovu teorii pouzit, je Party Problem.
Cilem je najit nejmensi pocet lidi, ktefi se musi tcastnit vecirku, ma-li byt zajisténo, ze
mezi nimi existuje trojice, kde kazdy zna kazdého, nebo existuje trojice, kde nikdo nezna
nikoho. Abychom mohli tento problém matematicky snadno popsat, celou situaci budeme
reprezentovat grafem. Vrcholy grafu predstavuji hosty a hrana mezi dvéma vrcholy zna-
mend, ze se dani dva lidé znaji. Nyni muzeme preformulovat tilohu na hledani minimé&lniho
poctu vrcholu grafu tak, abychom méli jistotu, ze se v grafu budou nachazet t¥i navzajem
propojené vrcholy nebo tfi vrcholy, mezi nimiz nebude zadna hrana.
Nésledujici obrazek ukazuje, ze pét lidi nestaci:

N

\/

Na grafu o Sesti vrcholech uz ale dokdzeme, ze podminku nasi tlohy vzdy spliuje. Z
libovolného vrcholu (ozna¢me jej A) vedou alespon tii hrany, nebo existuji alespon tii
vrcholy, se kterymi vrchol A spojen hranou neni. Bez ijmy na obecnosti proto uvazujme,
ze z daného vrcholu vedou tii hrany. Oznac¢me vrcholy spojené s vrcholem A jako B, C a
D. Pokud by existovala hrana mezi nékterymi dvéma témito vrcholy, tvorily by s vrcholem
A trojici navzajem propojenych vrcholu a tvrzeni by platilo. Pokud mezi B, C' a D neni
zadna hrana, tvori tyto vrcholy hledanou trojici nepropojenych vrcholu.

B 'S B s
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Dikaz, ze vsechny grafy na Sesti vrcholech vyhovuji podmince Party Problemu miizeme
provést také pomoci pocitace otestovanim vSech moznych grafu na Sesti vrcholech. Pokud
program nebudeme nijak optimalizovat a budeme uvazovat vSechny grafy vcetné téch,
které jsou navzajem izomorfni, budeme muset otestovat 2% = 32768 grafi. Vypocet
naseho programu napsaného v prostiedi Wolfram Mathematica trval ptiblizné 25 minut.

Zobecnénim ulohy Party Problem je situace, kdy hledame nejmensi pocet lidi, kteri
se musi ucastnit vecirku, ma-li byt zajisténo, ze mezi nimi existuje n-tice, kde kazdy zna
kazdého, nebo existuje n-tice, kde nikdo nezné nikoho. Pokud bychom se snazili fesit
tento problém hrubou silou bez jakékoli optimalizace, museli bychom ozkouset 9
grafti. Exponencialni ¢asova slozitost programu je duvodem, proc¢ presnd mez dostacujictho




poctu lidi pro vyssi n neni zndma. Pro n = 4 je potfeba minimélné 18 lidi na vecirku, ale
pro vyssi n zname jen horni a dolni odhady.

4 Happy End Problem

Happy End Problem byl zformulovan ve tricatych letech minulého stoleti. Jako prvni
s nim prisla matematicka Esther Klein. Ta polozila otazku, kolik bodu, z nichz zadné
tfi nelezi v pifimce, je minimalné potieba, aby nékteré z nich vzdy tvorily vrcholy kon-
vexniho ctytihelniku. Sama si odpovédéla a nésledné se zacal zkoumat stejny problém
pro pétithelnik i obecné pro n-ihelnik.

Nejmensi pocet bodu pro ¢tyiihelnik je 5, coz Ester dokazala pomoci tzv. konvexnich
obalt (tj. konvexni n-ihelnik zahrnujici vsechny dané body):

Kazdych pét bodl v roviné lze uzaviit bud do konvexniho pétithelniku, étyiihelniku,
nebo trojihelniku. Pokud vybereme libovolné ¢tyii body z pétitithelniku, vytvoii konvexni
¢tytuhelnik a u étyfihelniku jsou hledanymi body ¢tyti krajni. V trojihelniku spojime
dva vnitini body ptimkou, kterd nam rozdéli rovinu na dvé poloroviny - vime, ze v jedné
se nachazi jeden vrchol trojuhelniku a v druhé dva. Spojime-li dva vnitini body s dvéma
vrcholy trojihelniku lezicimi ve stejné poloroving, ziskame konvexni ctyitihelnik.

Obdobné najdeme vysledek i pro pétithelnik, kde je minimalni pocet bodu devét.
Jeden z pripadt, kdy osm nestaéi:

Vzapéti po vysloveni problému prisel matematik Gyorgy Szekeres s obecnym fesenim;
s poctem bodu N(n), které zajisti existenci konvexniho n-uhelniku. Esther Klein tim
tak uchvatil, ze ziskal jeji ruku - od té doby se tomuto problému prezdiva Happy End
Problem. Posléze byla vyslovena presnéjsi hypotéza, ze pro n-uhelnik je minimélni pocet
bodt 2772 + 1, ta vsak jesté nebyla potvrzena.

5 Pal Erdos a Ramseyova teorie

Pal Erdds se narodil roku 1913 v Budapesti v rodiné matematiku. Jiz jako dité jevil
znamky geniality, ve ¢tyTech letech ovladal zaporna ¢isla a v deseti byl okouzlen Euklei-
dovym dukazem nekonecnosti prvocisel, ktery mu ukézal jeho otec - tehdy se maly Pal
rozhodl, Ze se stane matematikem. Své tituly ziskal velice brzy, vsechny za dukazy tykajici
se prvocisel. Béhem svého zivota napsal Erdos rekordni pocet ¢lanku. Protoze mél kromé



velkého mnozstvi publikaci i obrovsky pocet spoluautoru, bylo na jeho pocest definovano
Erdésovo ¢éislo. On sdm ma ¢islo 0, kazdy jeho spoluautor 1, spoluautor spoluautora 2
atd.

Pal Erdos také hledal ,Zazracné déti“. Jednim z nich byl napt. Léjos Pésa, kterého
si Erdos provéril Prikladem 1. Lajos ho béhem chvilky vytesil a diky tomu byl Erdésem
prizvan ke spolupraci.

Tento matematik ze svych zivotnich zkusenosti usoudil, ze Biih rozhodné nemuze byt
dobry a prezdival mu Supreme Fascist (SF). Krom toho tvrdil, ze SF ma Knihu (The
Book), ktera obsahuje jen ty nejhezéi dukazy. Nejvétsi pochvalou tedy bylo, kdyz o vasem
dukazu prohlasil: "It’s straight from the Book.”

O Erdésovi se ale zminujeme proto, ze jeho oblibenym odvétvim matematiky byla
pravé Ramseyova teorie, kterou rozvinul a zpopularizoval.

6 Zaveér

Béhem naseho miniprojektu jsme se postupné seznamili s Ramseyovou teorii, Van der
Waerdenovym problémem, Happy end problémem a Party problémem. Dale jsme se
dozvédeéli nékolik zajimavych faktt o zivoté Pala Erdose a jeho védecké praci. Nakonec
jsme si nékteré z vysledku ovérili naprogramovanim v ruznych jazycich, ¢imz se potvrdilo,
ze nékteré ulohy jsou pro pocita¢ opravdu slozité a pocitaci zaberou hodné ¢asu, zatimco
jejich matematicky dukaz je kratky a elegantni.
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