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Abstrakt

Tato práce se zabývá řešeńım úlohy týkaj́ıćı se vzorkováńım z předem stanovené
Boltzmannovy distribuce (Ising̊uv model) a jej́ı analýzy k zodpovězeńı zadaných
otázek za pomoci metody Monte Carlo a Markovských řetězc̊u (zkráceně MCMC).
Prvně si představ́ıme základńı pojmy a znalosti společně s př́ıklady nutnými k po-
chopeńı naš́ı úlohy. V druhé části se pod́ıváme na pr̊uběh, metody řešeńı a výsledky,
které jsme źıskali a jejich intepretaci. Nakonec v závěru shrneme úspěšnost naš́ı
práce a jej́ı implikace.

1 Teoretický úvod

Obrázek 1: Sierpenského
trojúhelńık vygenerovaný
náhodnými body

Začněme představeńım jednotlivých termı́n̊u a
pojmů, které budeme v naš́ı práci použ́ıvat.
Markovský řetězec je množina stav̊u S popi-
suj́ıćı náhodný diskrétńı proces, kde plat́ı, že
pravděpodobnost přechodu do následuj́ıćıho stavu
záviśı pouze na současném stavu a ne na
předchoźıch stavech, tj. P[Xk+1 = y | Xk =
x] = p(y|x) (funkce závislá pouze na x, y).

Zaj́ımavý př́ıklad výskytu Markovských řetězc̊u
je třeba tato úloha, při které nám rozděleńı re-
laxuje na Sierpenského trojúhelńık. Úloha je kon-
struována tak, že si v rovnostranném trojúhelńıku
ABC zvoĺıme náhodý bod X1, a následně do
náhodného vrcholu A,B,C vedeme př́ımku t́ımto
bodem. Ve středu nově vzniklé úsečky X1A,X1B
nebo X1C bude ležet nový bod X2. Tento proces následně mnohokrát opakujeme a krásně
na něm vid́ıme, že každý bod je určen pouze t́ım bodem bezprostředně předešlým a ne
celou řadou předchoźıch. Po velkém množstv́ı opakováńı nám vyjde obrazec totožný Sier-
penskému trojúhelńıku (obrázek ??).



Obrázek 2: Markov̊uv řetězec
hodu kostkou

Daľśı zaj́ımavé využit́ı Markovských řetězc̊u je
např́ıklad u úloh s hodem kostkou. Budeme mı́t ta-
kovouto úlohu: Kolikrát muśı člověk hodit kostkou,
aby potkal všechna č́ısla od 1 − 6? Jednotlivé body
znázorňuj́ı počet č́ısel, která jsme už hodili. Šipky
nám ukazuj́ı, jak velká je pravděpodobnost přechodu
do daľśıho stavu. Např́ıklad: po prvńım hozeném č́ısle
v́ıd́ıme, že je šance 1/6, že hod́ıme to stejné č́ıslo a
počet č́ısel se nezměńı a šance 5/6, že se počet č́ısel již
hozených zvýš́ı. Z tohoto diagramu lze už vypoč́ıtat
pr̊uměrný počet hod̊u, potřebný k potkáńı všech č́ısel
1− 6 (Obrázek ??).

Monte Carlo je numerická metoda využ́ıvaj́ıćı
vzorkováńı dat a jejich extrahováńı za účelém zjǐstěńı charakteristik dat. Tohoto se
využ́ıvá např́ıklad u poč́ıtáńı kumulativńıch distribučńıch funkćı (CDF z ang.

”
Cumu-

lative distribution function“) PX(x)
def
= P[X ≤ x] za pomoćı mnoha funkčńıch hodnot

neznámé hustoty (PDF z ang.
”
Probability distribution function“) pX(x)

def
= d

dx
(PX(x)) a

poč́ıtáńı jejich relativńıch četnost́ı a jejich zařazováńı do uměle vytvořených interval̊u.

Obrázek 3: distribučńı funkce

Př́ıklad použit́ı této metody je např́ıklad
na zjǐstěńı PY (y), jestliže v́ıme: Y = X2

a X ∼ Unif(0, 1). Po mnoho iteraćıch a
procesu popsaném výše dostaneme naši
výslednou PY (y) ≈ √

y. Dále po nume-
rické derivaci dostaneme distribučńı funkci
pY (y) ≈ 1

2
√
y
, kterou vid́ıte na Obrázku ??.

Rovněž pomoćı této metody můžeme vzor-
kovat data a zjistit jejich očekávanou hod-

notu EX def
= limn→∞ x̄n, kde x̄n je aritme-

tický pr̊uměr. Při zpracováńı dat je také
d̊uležité řešit standardńı odchylku sn =√

1
n−1

∑
i(xi − x̄)2. Ta udává variabilitu

dat od daného pr̊uměru.
Kombinaćı těchto dvou metod je výše zmiňovaná MCMC (Monte Carlo Markov chain)

metoda. V této metodě známe počátečńı funkci f(x), kdy f(x) ∝ p(x) (ćılové rozděleńı).
Uvažujme, že naše rozděleńı p(x) je stacionárńı rozděleńı nějákého Markovova řetězce,
z něhož budeme vzorkovat. Zvoĺıme si nějakou počátečńı hodnotu x0 libovolně, a dále
budeme generovat řetězec (x0, x1, x2, . . .). Pro danou hodnotu x = xk navrhujeme přeskok
do y z rozděleńı q(•|x). které lze volit libovolně. Následuj́ıćı hodnota řetězce xk+1 je volena
jako y s pravděpodobnost́ı α(y|x) (akceptace), jinak voĺıme znovu xk+1 = x (rejekce).
Akceptačńı poměr spočteme pomoćı volby Metropolis-Hastings [?]

α(y|x) = min

{
1,

f(y)q(x|y)
f(x)q(y|x)

}
. (1)

Jestliže máme spoč́ıtaný akceptačńı poměr, stač́ı nám si vygenerovat náhodné č́ıslo rov-
noměrně rozdělené (U ∼ Unif(0, 1)) na intervalu (0, 1) a jestliže toto č́ıslo bude menš́ı,
tak y akceptujeme a jestliže ne, tak ho odmı́tneme.



2 Zjednodušený Ising̊uv model

2.1 Zadáńı

Pomoćı MCMC jsme řešili otázky v následuj́ıćım modelu: Je dán prostor bod̊u Λ =
{0, 1, 2, . . . , 255}2 a každý bod λ ∈ Λ může být ve dvou stavech: x(λ) ∈ {0, 1}. Za pomoćı
těchto stav̊u je definována energie daného rozděleńı stav̊u x:

E(x) =
∑

{λ,λ′}:∥λ−λ′∥=1

|x(λ)− x(λ′)|, (2)

kde součet prob́ıhá přes sousedńı poĺıčka (nahoru/dolu, doleva/doprava). Dále známe, do
jaké distribuce bude naše náhodné rozděleńı relaxovat

π(x) =
1

Z
exp

(
−E(x)

kBT

)
. (3)

V našem modelu voĺıme kB = 1 a Z volit nemuśıme, protože nám stač́ı úměrnost k
rozděleńı. Nyńı muśıme za pomoćı těchto znalost́ı a metody MCMC splnit následuj́ıćı
úkoly:

• Vykreslete závislost pr̊uměrné energie Ē na teplotě.

• Nechme C být počet černých region̊u. Vykreslete závislost očekávané hodnoty C a
teploty.

• Nechme L být pravděpodobnost výskytu perkolaćı (shlukováńı do uzl̊u a jejich
následná možnost vytvořeńı řetězce, spojuj́ıćıho vrchol a spodek viz Obrázek ??).
Tuto hodnotu porovnáme s teplotou.

2.2 Řešeńı

Obrázek 4: Perkolace

Nyńı si do našeho problému zaimplementujeme metodu
MCMC. Náhodně si vygenerujeme počátečńı stav x0 (pa-
desátiprocentńı šance, že poĺıčko je černé) a spoč́ıtáme
jeho celkovou energii E(x0). Následně tvoř́ıme řetěz stav̊u
mř́ıžky (x0, x1, x2, . . .). Pro daný stav x = xk v řetězci na-
vrhneme nový stav x′ následovně: Náhodně zvoĺıme poĺıčko
λ0 ∈ Λ a změńıme jeho barvu, ostatńı poĺıčka z̊ustanou
nezměněna. Neńı třeba poč́ıtat celkovou energii E(x′),
protože se lǐśı od E(x) jen v počtu r̊uzných soused̊u λ0.
Pro rozd́ıl energíı plat́ı

△(x′|x) = E(x′)− E(x) =
∑

λ:∥λ−λ0∥=1

(|x′(λ)− x′(λ0)| − |x(λ)− x(λ0)|). (4)

Pomoćı tohoto výpočtu dokážeme spoč́ıtat akceptačńı poměr, který se spočte vzorcem:

α(x′|x) = exp

(
min

{
0,−△(x′|x)

kBT

})
(5)

Za pomoćı procesu popsaného výše stač́ı vždy akceptovat či odmı́tnout x′ a toto rozděleńı
bude relaxovat do rozděleńı popsaného výše.



Obrázek 5: Klidová rozděleńı a středńı energie s teplotou

Obrázek 6: Počet blob̊u s teplotou

Obrázek 7: Perkolace s teplotou



2.3 Výsledky

Výsledky jsme zpracovali tak, že jsme vzali z 10 milión̊u iteraćı posledńı milión. Jednotlivé
pr̊uměry jsou v grafech naznačeny body, vybarvená plocha znač́ı standardńı odchylku (viz
Obrázky ??, ??, ??)

3 Závěr

V naš́ı práci jsme řešili tři hlavńı problémy v Isingově modelu, který se podobá modelu
reálného plynu s nekonstatńım počtem částic. Prvńı úloha se zabývala vykreslováńım
funkce pr̊uměrné energie s teplotou, kdy jsme źıskali funkci prvně rostoućı strmě a
následně pomalu rostoućı. V Isingově modelu si totiž můžeme všimnout, že energie je
analogická s entropíı, nebot’ zaviśı na počtu r̊uzných soused̊u a tento počet se s ros-
toućı teplotou bude zmenšovat, nebot’ částice nemaj́ı tolik volných stav̊u energie resp.
nejsou pravděpodobné. To se dá jednoduše vysvětlit, aby částice měla vysokou energii tj.
měla hodně r̊uzných soused̊u, tak při malých teplotách muśı vźıt hodně energie ostatńım
bod̊um a tedy budou částice, které maj́ı hodně energie a ty, co maj́ı hodně málo, ovšem
z venku tento stav vypadá jinak než stavy, kde energie je rovnoměrně rozložená, tedy je
to jiný makrostav a tento makrostav má mnohem méně zp̊usobu, jak by existoval než
když každá částice má přibližně stejné množstv́ı energie, nebot’ v tom př́ıpadě můžete
prakticky zaměnit každou částici s každou. Stejně jako entropie, tak r̊ust energie bude s
rostoućım množstv́ım možných stav̊u energie zmenšovat a při přechodu do vyšš́ıch teplot
rapidně poroste. Druhá úloha se zabývá očekávaným počtem blob̊u na teplotě a lze vidět,
jak bylo popsáno výše, že pro malé teploty bude blob̊u méně, nebot’ body nemaj́ı energii,
při dané teplotě se rozdělit, protože to neńı nejpravděpodobněǰśı. Nakonec, úloha 3 se
zabývá pravděpodobnost́ı výskytu perkolaćı. Toto rovněž souviśı s entropíı, nebot’ když
se body v́ıce kuṕı, tak je větš́ı šance, že povedou od shora dol̊u (existuje i kritická Curiova
teplota). Tedy jejich počet bude klesat stejně jako množstv́ı blob̊u, což jsme již zjistili.
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