Metoda Monte Carlo a Markovské tetézce
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Abstrakt

Tato préce se zabyva fesenim ulohy tykajici se vzorkovanim z pfedem stanovené

Boltzmannovy distribuce (Isinguv model) a jeji analyzy k zodpovézeni zadanych
otazek za pomoci metody Monte Carlo a Markovskych Fetézcu (zkracené MCMC).
Prvné si predstavime zakladni pojmy a znalosti spoleéné s piiklady nutnymi k po-
chopeni nasi ilohy. V druhé ¢asti se podivame na prubéh, metody feseni a vysledky,
které jsme ziskali a jejich intepretaci. Nakonec v zavéru shrneme tspésnost nasi

prace a jeji implikace.

1 Teoreticky tvod

Zacnéme predstavenim jednotlivych terminu a
pojmu, které budeme v nasi praci pouzivat.
Markovsky fetézec je mnozina stava S popi-
sujici nahodny diskrétni proces, kde plati, ze
pravdépodobnost pirechodu do nasledujiciho stavu
zavisi pouze na souCasném stavu a ne na
predchozich stavech, tj. P[Xx; = y | Xp =
x] = pylr) (funkce zdvisld pouze na z,y).

Zajimavy priklad vyskytu Markovskych retézcu
je tfeba tato tloha, pii které nam rozdéleni re-
laxuje na Sierpenského trojuhelnik. Uloha je kon-
struovana tak, ze si v rovnostranném trojuhelniku
ABC zvolime nahody bod Xj, a nasledné do
nahodného vrcholu A, B,C' vedeme ptfimku timto
bodem. Ve stfedu nové vzniklé usecky X;A, X 1B
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Obrazek 1: Sierpenského
trojihelnik vygenerovany
nahodnymi body

nebo X;C bude lezet novy bod X5. Tento proces nésledné mnohokrat opakujeme a kréasné
na ném vidime, ze kazdy bod je uré¢en pouze tim bodem bezprostiedné predeslym a ne
celou fadou predchozich. Po velkém mnozstvi opakovani nam vyjde obrazec totozny Sier-

penskému trojihelniku (obrézek ?7).



Dalsi zajimavé vyuziti Markovskych tetézcu je
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1( napiiklad u tloh s hodem kostkou. Budeme mit ta-
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@ @ do dalsiho stavu. Naptiklad: po prvnim hozeném ¢isle

T 3/6 v_).z/e vidime, Ze je sance 1/6, ze hodime to stejné ¢islo a

4/6 pocet ¢isel se nezméni a Sance 5/6, ze se pocet ¢isel jiz

hozenych zvysi. Z tohoto diagramu lze uz vypocitat
prumérny pocet hodu, pottebny k potkani vsech ¢isel
hodu kostkou 1 — 6 (Obrézek 77).

Obrézek 2: Markovuv fetézec

Monte Carlo je numerickd metoda vyuzivajici
vzorkovani dat a jejich extrahovani za ucelém zjisténi charakteristik dat. Tohoto se

vyuziva napiiklad u poé¢itdni kumulativnich distribuénich funkci (CDF z ang. ,, Cumu-
def

lative distribution function®) Px(z) = P[X < z| za pomoci mnoha funkénich hodnot
neznamé hustoty (PDF z ang. ,, Probability distribution function®) px(x) oo L (Py(z)) a

pocitani jejich relativnich cetnosti a jejich zarazovani do uméle vytvorenych intervalu.
Priklad pouziti této metody je naptiklad
na zjisténi Py (y), jestlize vime: Y = X? 5
a X ~ Unif(0,1). Po mnoho iteracich a
procesu popsaném vyse dostaneme nasi
vyslednou Py(y) =~ /y. Déle po nume-
rické derivaci dostaneme distribuc¢ni funkei
py(y) ~ ﬁy, kterou vidite na Obrazku ?7?. 1
Rovnéz pomoci této metody muzeme vzor- 0

kovat data a zjistit jejich ocekdvanou hod-

def ;. _ _ . .
notu EX = lim,,_,o Z,, kde Z,, je aritme- © Numerical ——Theoretical

ticky prumeér. Pii zpracovani dat je také
dulezité tesit standardni odchylku s, = Obrazek 3: distribucni funkce
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L (z; — z)2. Ta udévé variabilitu
dat od daného prumeéru.

Kombinaci téchto dvou metod je vyse zminovand MCMC (Monte Carlo Markov chain)
metoda. V této metodé zndme pocateéni funkei f(x), kdy f(z) o< p(x) (cilové rozdélent).
Uvazujme, ze naSe rozdéleni p(x) je staciondrni rozdéleni néjakého Markovova fetézce,
z néhoz budeme vzorkovat. Zvolime si néjakou pocatecni hodnotu xy libovolné, a déle
budeme generovat tetézec (zg, 1, Ta, . . .). Pro danou hodnotu x = x; navrhujeme preskok
do y z rozdéleni g(e|z). které 1ze volit libovolné. Nasledujici hodnota Fetézce 41 je volena
jako y s pravdépodobnosti a(y|z) (akceptace), jinak volime znovu x4 = x (rejekce).
Akceptacéni pomér spocteme pomoci volby Metropolis-Hastings [?]

f(y)Q(m\y)}
f@)q(ylz) |

Jestlize mame spocitany akceptacni pomeér, staci ndm si vygenerovat nahodné ¢islo rov-
nomérné rozdélené (U ~ Unif(0,1)) na intervalu (0,1) a jestlize toto ¢islo bude mensi,
tak y akceptujeme a jestlize ne, tak ho odmitneme.

a(y|z) = min {1, (1)



2 Zjednoduseny Isingtiv model

2.1 Zadani

Pomoci MCMC jsme ftesili otazky v nasledujicim modelu: Je dan prostor bodu A =
{0,1,2,...,255}% a kazdy bod A € A muze byt ve dvou stavech: x(\) € {0,1}. Za pomoci
téchto stavu je definovana energie daného rozdéleni stavu x:

E(x)= Y |a() —z(N), (2)
AN FA=N]|=1

kde soucet probihd pres sousedni policka (nahoru/dolu, doleva/doprava). Déle zname, do
jaké distribuce bude nase ndhodné rozdéleni relaxovat

(z) = %exp (— f}i‘?) | (3)

V nasem modelu volime kg = 1 a Z volit nemusime, protoze nam stac¢i imérnost k
rozdéleni. Nyni musime za pomoci téchto znalosti a metody MCMC splnit nésledujici
ukoly:

o Vykreslete zavislost primérné energie F na teploté.

e Nechme C' byt pocet ¢ernych regiont. Vykreslete zavislost ocekdavané hodnoty C' a
teploty.

e Nechme L byt pravdépodobnost vyskytu perkolaci (shlukovani do uzlu a jejich
naslednd moznost vytvoreni fetézce, spojujictho vrchol a spodek viz Obrazek 77).
Tuto hodnotu porovname s teplotou.

2.2 Reseni

Nyni si do naSeho problému zaimplementujeme metodu
MCMC. Nahodné si vygenerujeme pocdteéni stav xg (pa-
desatiprocentni Sance, ze policko je ¢erné) a spocitame
jeho celkovou energii E(xzg). Nésledné tvoiime fetéz stavu
miizky (zg, 1,2, ...). Pro dany stav x = z;, v fetézci na-
vrhneme novy stav a2’ nasledovné: Nahodné zvolime policko
Ao € A a zménime jeho barvu, ostatni policka zustanou
nezménéna. Neni tfeba pocitat celkovou energii F(z'),
protoze se lis{ od E(x) jen v po¢tu ruznych sousedu .
Pro rozdil energii plati

A(dle) = B(@') = B@@) = Y (j&/(A) =2'(h)| = [2(A) = 2(Xo)])- (4)

At[A=Xol|=1

Obréazek 4: Perkolace

Pomoci tohoto vypoctu dokazeme spocitat akceptacni pomér, ktery se spocte vzorcem:

a(')z) = exp <min {o, —%D (5)

Za pomoci procesu popsaného vyse staci vzdy akceptovat ¢i odmitnout z” a toto rozdélent
bude relaxovat do rozdéleni popsaného vyse.
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Obrazek 5: Klidova rozdéleni a stfedni energie s teplotou
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Obrazek 6: Pocet blobu s teplotou

Obrazek 7: Perkolace s teplotou



2.3 Vysledky

Vysledky jsme zpracovali tak, ze jsme vzali z 10 milionu iteraci posledni milién. Jednotlivé
prumeéry jsou v grafech naznaceny body, vybarvena plocha znaé¢i standardni odchylku (viz
Obrazky 7?7, 27, 77)

3 Zaveér

V nasi praci jsme tesili tii hlavni problémy v Isingové modelu, ktery se podobd modelu
realného plynu s nekonstatnim poctem céastic. Prvni tloha se zabyvala vykreslovanim
funkce prumérné energie s teplotou, kdy jsme ziskali funkci prvné rostouci strmeé a
nasledné pomalu rostouci. V Isingové modelu si totiz muzeme vSimnout, Ze energie je
analogickd s entropif, nebot zavisi na poétu ruznych sousedii a tento pocet se s ros-
touci teplotou bude zmengovat, nebot ¢dstice nemaji tolik volnych stavii energie resp.
nejsou pravdépodobné. To se dé jednoduse vysvétlit, aby ¢astice méla vysokou energii tj.
méla hodné ruznych sousedu, tak pri malych teplotach musi vzit hodné energie ostatnim
bodum a tedy budou ¢astice, které maji hodné energie a ty, co maji hodné mélo, ovsem
z venku tento stav vypada jinak nez stavy, kde energie je rovnomeérné rozlozena, tedy je
to jiny makrostav a tento makrostav ma mnohem méné zpusobu, jak by existoval nez
kdyz kazda ¢dstice ma piiblizné stejné mnozstvi energie, nebot v tom pifpadé muzete
prakticky zaménit kazdou ¢astici s kazdou. Stejné jako entropie, tak rust energie bude s
rostoucim mnozstvim moznych stavu energie zmensovat a pii prechodu do vyssich teplot
rapidné poroste. Druh4 tloha se zabyva o¢ekdvanym poctem blobu na teploté a lze vidét,
jak bylo popsano vyse, Ze pro malé teploty bude blobti méné, nebot body nemaji energii,
pri dané teploté se rozdélit, protoze to neni nejpravdépodobnéjsi. Nakonec, tloha 3 se
zabyva pravdépodobnosti vyskytu perkolaci. Toto rovnéz souvisi s entropii, nebot kdyz
se body vice kupi, tak je vétsi sance, ze povedou od shora dolu (existuje i kritickd Curiova
teplota). Tedy jejich pocet bude klesat stejné jako mnozstvi blobu, coz jsme jiz zjistili.
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