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Abstrakt

Práce pojednává o palindromických a antipalindromických č́ıslech v záporných
č́ıselných soustavách. Palindromická č́ısla maj́ı tu vlastnost, že jejich ciferný zápis
se čte zprava stejně jako zleva. Zjistili jsme pár vlastnost́ı, které pro tato č́ısla plat́ı,
zobecnili jsme tyto výsledky i pro záporné soustavy a dokonce i našli vztah mezi
palindromickými a antipalindromickými č́ıslami.

1 Úvod

Palindromy jsou velmi zkoumané téma, avšak o antipalindromech se toto ř́ıct nedá. Chtěli
jsme proto prozkoumat toto ještě neprobádané teritorium a zjistit o něm co nejv́ıce se
dá, v limitovaném časovém intervalu - dvou dnech.

2 Definice a lemmátka

Definice 1. Necht’ b ∈ Z, |b| ≥ 2. Uvažujme celé č́ıslo m, jehož rozvoj základu b je roven

m = anb
n + · · ·+ a1b+ a0

kde a0, a1, . . . , an ∈ {0, 1, . . . , |b|−1}, an ̸= 0. Ṕı̌seme (m)b = an · · · a1a0. Pakm nazýváme

1. palindromické č́ıslo základu b, pokud jeho cifry splňuj́ı podmı́nku:

aj = an−j pro všechna j ∈ {0, 1, ..., n} , (1)

2. antipalindromické č́ıslo základu b, pokud jeho cifry splňuj́ı podmı́nku:

aj = |b| − 1− an−j pro všechna j ∈ {0, 1, . . . , n} . (2)

Lemma 1. Uvažujme č́ıslo (m)b pro b ≤ −2. Congruence n ≡ 1 (mod 2) bude platit
právě když m < 0



D̊ukaz. Pro n ≡ 1 (mod 2) bude platit

m = an(−b)n + · · ·+ a1(−b) + a0 .

Najděme nyńı minimálńı hodnotu m, pro kterou bude platit, že všechny liché cifry budou
minimálńı, neboli a0, a2, ...an−2 = 0 a an = 1. Naopak všechny liché cifry bou co největš́ı,
neboli a1, a3, ...an−1 = −b+ 1.

m = (b)n + (−b+ 1)(1 + b2 + b4 + ...+ bn−1)

Pomoćı vzorce pro součet konečné geometrické řady dostáváme

m = (b− 1)(1 + b+ ...+ bn−1) + 1 + (−b+ 1)(1 + b2 + b4 + ...+ bn−1),

což lze upravit na
m = (b− 1)(b+ b3 + ...+ bn−1) + 1,

což pro b ≤ 2 jasně stanovuje m < 0 .
Pro n ≡ 0 (mod 2) je d̊ukaz duálńı a plyne z něj m > 0. ■

Lemma 2. Jakékoliv antipalindromické č́ıslo s lichým základem b ≤ −3 a s lichým počtem
cifer je dělitelné |b|−1

2
.

D̊ukaz. Uvažujme antipalindromické č́ıslo m = anb
n + · · · a1b + a0, kde n je sudé a b je

liché. Je zřejmé, že b ≡ −1 (mod |b|−1), neboli b ≡ −1 (mod |b|−1
2

). Můžeme tedy napsat

m ≡ an − an−1 + · · · − a1 + a0 (mod
|b| − 1

2
) .

Z definice antipalindromických čisel máme aj + an−j = |b| − 1, tud́ıž i

an−j − an−j−1 − aj+1 + aj = 0 a an
2
= |b|−1

2
. Dosazeńım dostáváme

m ≡ an
2
≡ |b| − 1

2
≡ 0 (mod

|b| − 1

2
) .

■

Poznámka. Stejné tvrzeńı plat́ı i pro b ≥ 3, viz [1].

3 Palindromy v opačných soustavách

Věta 1. Necht’ m, b ∈ N, b ≥ 2. Potom následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1. (−m)−b = αn · · ·α0 je palindrom, αi ̸= 0 pro všechna i ∈ {0, 1, ..., n} a zároveň
αn ̸= 1,

2. (m)b = βn · · · β0 je antipalindrom se sudým počtem cifer a βj ̸= 0 pro všechna
j ∈ {0, 2, ..., n− 1},

přičemž oba rozvoje maj́ı stejnou délku. Nav́ıc toto jsou jediné př́ıpady, kdy (−m)−b je
palindrom a (m)b je antipalindrom.



D̊ukaz. Uvažujme rovnost

αn(−b)n + ...+ α1(−b) + α0 = −
(
βnb

n + ...+ β1b+ β0

)
,

kterou kv̊uli lichosti n z (1) (resp. podmı́nky) můžeme zapsat jako

−αnb
n + ...− α1b+ α0 = −βnb

n − ...− β1b− β0 . (3)

Všechny sč́ıtance až na α0, β0 jsou násobky b a tedy aby rovnice dávala smysl, muśı
α0 + β0 ≡ 0 (mod b) . Kv̊uli podmı́nce αi ̸= 0 (resp. βj ̸= 0 pro sudá j) vid́ıme, že
α0 + β0 ̸= 0. Zároveň αi, βj ≤ b− 1 a tedy α0 + β0 < |2b|. Tedy jediný zp̊usob, jak může
α0 + β0 ≡ 0 (mod b) platit, je pokud α0 + β0 = b. Dosad’me nyńı tuto rovnost

−αnb
n + ...− α1b+ b = −βnb

n − ...− β1b .

Vydělmě oboje strany č́ıslem b a použijme opět argument s dělitelnost́ı b, č́ımž dostáváme

−α1 + 1 + β1 ≡ 0 (mod b) .

Dı́ky podmı́nkám αi ̸= 0 (resp. βj ̸= b− 1 pro lichá j) a αi, βj ≤ b− 1 máme nerovnosti
| − α1 + 1 + β1| ≤ b − 1. Neboli jediný zp̊usob, jak může −α1 + 1 + β1 ≡ 0 (mod b) je
pokud −α1 + 1 + β1 = 0. Dosazeńım této rovnosti nazpátek dostáváme

−αnb
n−1 + ...+ α2b = −βnb

n−1 − ...− β2b .

Když znovu vyděĺıme oboje strany č́ıslem b

−αnb
n−1 + ...− α3b+ α2 = −βnb

n−1 − ...− β3b− β2 ,

dostaneme rovnost, která je až na indexy u cifer totožná s (3). Argument, který tedy
plat́ı po α0, β0 můžeme použ́ıt pro jakékoliv liché cifry α2k, β2k, a podobně můžeme použ́ıt
argument, který plat́ı pro α1, β1 pro jakékoliv sudé cifry α2ℓ+1, β2ℓ+1. Pro všechna k, ℓ ∈
{0, 1, ..., n−1

2
} plat́ı tedy

α2k + β2k = b, −α2ℓ+1 + 1 + β2ℓ+1 = 0. (4)

Jelikož (−m)−b je palindrom (resp. (m)b je antipalindrom), v́ıme αi = αn−i (resp. βj +
βn−j = b− 1). Dı́ky lichosti n můžeme rovnosti (4) přepsat na tvar

αi + βi = b, −αn−i + 1 + βn−i = 0 .

Sečteńım rovnost́ı dostáváme

αi − αn−i = b− 1− (βi + βn−i) .

Vš́ımavý čtenář si už jistě všiml, že pokud αi = αn−i (resp. b − 1 = (βi + βn−i),
pak plat́ı b− 1 = βi + βn−i (resp. αi = αn−i), č́ımž je naše ekvivalence dokázána. ■

Věta 2. Mějme (m)b = a2na2n−1...a1a0 pak (m)−b = (a2n + 1)(b− a2n−1)...(a2 + 1)(b− a1)a0
pro všechna an ∈ {1, 2, ..., b− 1}

D̊ukaz.
2n∑
j=0

ajb
j =

2n∑
j=0

a′j(−b)j



n∑
j=1

b2j−1(a2jb+ a2j−1) + a0 =
n∑

j=1

b2j−1(a′2jb− a′2j−1) + a′0

Protože an ∈ {1, 2, ..., b− 1}, tak : a0 ̸≡ 0 mod b, b(a2b± a1) ̸≡ 0 mod b2... b2n−1(a2nb±
a2n−1) ̸≡ 0 mod b2n

a2jb+ a2j−1 = a′2jb− a′2j−1, a2j−1 + a′2j−1 = b(a′2j − a2j)

Protože a2j−1+a′2j−1 ∈ {2, 3...2b−2}∧b|a2j−1+a′2j−1 tak a2j−1+a′2j−1=b, z cehož vyplývá

a′2j − a2j = 1 =⇒ a′2j = a2j + 1, a′2j−1 = b− a2j−1, a
′
0 = a0 .

a tedy
a0 = a′0, a2b+ a1 = a′2b− a1, ...a2nb+ a2n−1 = a′2nb− a′2n−1

Jesltiže a2j−1 = 0 pak a′2j−1 = 0 a a′2j = a2j, a pokud a2j = 0 tak a′2j = 1. T́ımto jsou
vyřešeny všechny možné př́ıpady ■

Pro některá č́ısla plat́ı, že jsou palindromem v soustavě i soustavě j́ı opačné: např.
č́ıslo 5, u kterého (5)2 = (5)−2 = 101. Tato č́ısla existuj́ı pouze v 3 tvarech:

1. triviálńı: (m)b = 10a0a...a01, kde a je náhrada za č́ıslici 0 nebo 1

2. (m)b = 11...1

3. (m)b = 1100...011

D̊ukaz 1: Na všech lichých pozićıch plat́ı, že bn = (−b)n, proto rozd́ıly č́ısel ovlivńı
pouze sudé pozice. Protože se na všech sudých pozićıch nacháźı 0, prvńı tvar plat́ı.

D̊ukaz 2: Zjevně plat́ı že:

2n+1∑
i=0

bi = b2n+2 + 1 +
n∑

i=1

2b2i +
n+1∑
j=1

(b− 1)(−b)2j−1

Z levé strany lze zjevně zapsat č́ıslo (m)b = 11...1. Z pravé vypývá, že prvńı a posledńı
č́ıslice jsou 1, ze

∑n
i=1 2b

2i že na ostatńıch lichých mı́stech bude 2 a ze
∑n+1

j=1 (b−1)(−b)2j−1

že na ostatńıch sudých mı́stech bude b-1

4 Shrnut́ı

Během projektu jsme zjisitli, že palindromická č́ısla v kladných č́ıselných soustavách jsou
často zapsána jako antipalindromická v záporných. Také jsme zjisitli, v jakých př́ıpadech
je č́ıslo palindromem v kladné č́ıselné soustavě i palindromem v soustavě j́ı opačné.
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Reference
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