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Abstrakt

Prace pojednava o palindromickych a antipalindromickych ¢islech v zapornych
Ciselnych soustavach. Palindromickd ¢isla maji tu vlastnost, ze jejich ciferny zapis
se Cte zprava stejné jako zleva. Zjistili jsme par vlastnosti, které pro tato ¢isla plati,
zobecnili jsme tyto vysledky i pro zaporné soustavy a dokonce i nasli vztah mezi
palindromickymi a antipalindromickymi ¢islami.

1 Uvod

Palindromy jsou velmi zkoumané téma, avsak o antipalindromech se toto fict neda. Chtéli
jsme proto prozkoumat toto jesté neprobadané teritorium a zjistit o ném co nejvice se
d4, v limitovaném casovém intervalu - dvou dnech.

2 Definice a lemmatka

Definice 1. Necht b € Z, |b| > 2. Uvazujme celé ¢islo m, jehoZ rozvoj zdkladu b je roven

m=a,b" +---+ab+ ag
kde ag, ay,...,a, €{0,1,...,|b|—1}, a, # 0. Piseme (m), = @, - - - ayag. Pak m nazyvame
1. palindromické ¢islo zékladu b, pokud jeho cifry splnuji podminku:

aj = a,—; pro véechna j € {0,1,...,n}, (1)

2. antipalindromické ¢islo zakladu b, pokud jeho cifry splnuji podminku:

aj = |b| =1 —a,_; pro vSechna j € {0,1,...,n}. (2)

Lemma 1. Uvazujme éislo (m), pro b < —2. Congruence n = 1 (mod 2) bude platit
pravé kdyz m < 0



Diikaz. Pron =1 (mod 2) bude platit
m = an(—=b)" +---+a1(=b) +aop.

Najdéme nyni minimalni hodnotu m, pro kterou bude platit, ze vSechny liché cifry budou
minimalni, neboli ag, as, ...a,_s = 0 a a,, = 1. Naopak vSechny liché cifry bou co nejvétsi,
neboli aq, as, ...a,—1 = —b+ 1.

m= )"+ (=b+1)(1 +b*+b* + ...+ "
Pomoci vzorce pro soucet konecné geometrické rady dostavame
m=0b-1)14b+..+0" ) +1+(=b+ 1)1 +0*+b"+..+b" "),
coz lze upravit na

m=0b-1)0b+b 4+ ..+ +1,

coz pro b < 2 jasné stanovuje m < 0.
Pron =0 (mod 2) je dukaz dudlni a plyne z néj m > 0. [ |

Lemma 2. Jakékoliv antipalindromické cislo s lichym zdkladem b < —3 a s lichym poctem
cifer je délitelné w%l
Diikaz. Uvazujme antipalindromické ¢islo m = a,b™ + - - - a1b + ag, kde n je sudé a b je

liché. Je ziejmé, ze b = —1 (mod |b|—1), neboli b= —1 (mod WT_l) Muzeme tedy napsat

bl —1
m=a, —a,1+--—a;+a (mod %)
Z definice antipalindromickych ¢isel mame a; + a,—; = |b|] — 1, tudiz i
U — Qn_j1 — a;41 + a; = 0 a az = =1 Dosazenim dostavame
n—j n—j—1 Jj+1 J 2 2
bl —1 b — 1
=an=——=0 d ———).
m=an 5 (mo 5 )

Pozndmka. Stejné tvrzeni plati i pro b > 3, viz [1].

3 Palindromy v opac¢nych soustavach

Veéta 1. Necht m,b € N, b > 2. Potom ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. (=m)_y = @, - ag je palindrom, o; # 0 pro viechna i € {0,1,....,n} a zdroven
an, # 1,

2. (m)y = Bn---Po je antipalindrom se sudym poctem cifer a 5; # 0 pro vSechna
j€{0,2,...,n— 1},

pricemz oba rozvoje maji stejnou délku. Navic toto jsou jediné pripady, kdy (—m)_, je
palindrom a (m), je antipalindrom.



Diikaz. Uvazujme rovnost
(=) + .+ g (=b) + ag = — (Bub" + ... + Bib+ Bo)
kterou kvuli lichosti n z (1) (resp. podminky) muzeme zapsat jako
—apb" + . — b+ ag = =" — ... — Bib— By (3)

Vsechny scitance az na ag, Sy jsou nasobky b a tedy aby rovnice davala smysl, musi
ap + o = 0 (mod b). Kvuli podmince a; # 0 (resp. §; # 0 pro sudd j) vidime, ze
ag + Bo # 0. Zéaroven oy, ; < b—1 a tedy ag + Sy < |20]. Tedy jediny zpusob, jak muze
ao + Bo =0 (mod b) platit, je pokud ag + By = b. Dosad me nyni tuto rovnost

Vydélmeé oboje strany ¢islem b a pouzijme opét argument s délitelnosti b, ¢imz dostavame

—a;+ 1+ =0 (modbd).
Diky podminkam o; # 0 (resp. 8; # b — 1 pro lichd j) a o;, ; < b — 1 méame nerovnosti
| —ap + 14 p1] < b— 1. Neboli jediny zpusob, jak muze —a; + 1+ 1 = 0 (mod b) je
pokud —aq + 1+ 7 = 0. Dosazenim této rovnosti nazpatek dostavame

—apb" T b= =B 0" — L — ).

Kdyz znovu vydélime oboje strany cislem b

—Oénbn_l + ... = Oé3b + o = —ﬂnbn_l — ng — /82 s

dostaneme rovnost, kterd je az na indexy u cifer totoznd s (3). Argument, ktery tedy
plati po ayg, 5y muzeme pouzit pro jakékoliv liché cifry asy, far, a podobné muzeme pouzit
argument, ktery plati pro aq, 5 pro jakékoliv sudé cifry agpiq, Bopr1. Pro vSechna k, ¢ €
{0,1,..., %5+ } plati tedy

Qo + Pak = b, —aget1 + 1+ o = 0. (4)
Jelikoz (—m)_; je palindrom (resp. (m), je antipalindrom), vime o; = a,—; (resp. 5; +
fn—; = b—1). Diky lichosti n muzeme rovnosti (4) pfepsat na tvar
a; + B =0, —Qp i+ 14+ B =0.

Sec¢tenim rovnosti dostdvame

az_an—z:b_l_(/82+ﬁn—z)

Vsimavy Ctendr si uz jisté vsiml, ze pokud a; = a,_; (resp. b — 1 = (8; + Bus),
pak plati b — 1 = §; + 5, (resp. a; = a,,—;), ¢imz je naSe ekvivalence dokazéna. [ |

Véta 2. Méjme (m)y = GapG2,—1---G1ag pak (m)_p = (a9, + 1)(b — agp—1)...(a2 + 1)(b — a1)ag
pro véechna a, € {1,2,....b — 1}

Dikaz.



Z b2j’1(a2j~b + (lefl) + ag = Z b2j71(&12jb — a/2j—l) + CL6

=1 =1
Protoze a, € {1,2,...,b — 1}, tak : ap # 0 mod b, b(asb + a;) # 0 mod V... b*""!(ag,b +
a2n_1> §é 0 mod b2n

! / !/ o /

Protoze agj 1 +ay; € {2,3..20—2} Ablag; 1 +ay; 4 tak agj 1 +as; 1=b, z cehoz vyplyvd
as

. ro_ ’ o I
j—agj—l - a2j—a21+1,a2j71—b a2j—1,05 = Qg -

a tedy
ag = ag, asb + ay = ahb — ay, ...ag,b + ag,_1 = ay,b—a,,
Jesltize az; 1 = 0 pak ay; | = 0 a ay; = agj, a pokud ay; = 0 tak aj; = 1. Timto jsou
vyfeSeny vSechny mozné pripady [ |
Pro néktera cisla plati, Ze jsou palindromem v soustavé i soustavé ji opacné: napf.
¢islo 5, u kterého (5)y = (5)_o = 101. Tato ¢éisla existuji pouze v 3 tvarech:

1. trivialni: (m), = 10a0a...a01, kde a je nahrada za ¢islici 0 nebo 1
2. (m)y = 11..1

3. (m), = 1100...011
Diikaz 1: Na vsech lichych pozicich plati, ze b™ = (—b)", proto rozdily ¢isel ovlivni
pouze sudé pozice. Protoze se na vSech sudych pozicich nachéazi 0, prvni tvar plati.
Diikaz 2: Zjevneé plati ze:
2n+1 n+1

Z bz — b2n+2 14 Xn:Qbm T Z(b - 1)(_())2]71
=0 i=1 j=1

Z levé strany lze zjevné zapsat ¢islo (m), = 11...1. Z pravé vypyvéd, ze prvni a posledni
cislice jsou 1, ze Y i | 2b* Ze na ostatnich lichych mistech bude 2 a ze Z?:ll (b—1)(—b)¥1
ze na ostatnich sudych mistech bude b-1

4 Shrnuti

Béhem projektu jsme zjisitli, ze palindromicka cisla v kladnych ¢iselnych soustavach jsou
casto zapsana jako antipalindromicka v zapornych. Také jsme zjisitli, v jakych pripadech
je ¢islo palindromem v kladné ¢iselné soustavé i palindromem v soustavé ji opacné.
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