
Stochastické modelováńı turbulence v ”bedně”
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Abstrakt

Stochastické metody jsou dodnes efektivńım řešeńım některých úloh či k potvrzeńı
hypotéz. Ćılem miniprojektu bylo naučit se simulovat pohyb částic v turbulentńım
prostřed́ı (anomálńı difuze), generováńı pseudonáhodných č́ısel r̊uznými algoritmy
a následné oveřeńı Richardsonova škálovaćıho zákona, který definuje vztah mezi
vzdálenost́ı dvou částic a časem.

1 Úvod

Modelováńı turbuletńıho prouděńı částic se provád́ı zejména dvěma zp̊usoby, a to bud’

popisem pomoćı soustavy nelineárńıch parciálńıch diferenciálńıch rovnic (deterministické
pojet́ı) a nebo pomoćı stochastických diferenciálńıch rovnic, které simuluj́ı pohyb jednot-
livých částic metodou Monte Carlo. Prvńı př́ıstup nám dává za výsledek vektorové pole
rychlost́ı a skalárńı pole koncentraćı. V této práci jsem se ale zaměřil na druhý zp̊usob,
který využ́ıvá stochastické metody. Ćılem práce je přibĺıžit obor modelováńı pohybu
částic a potvrzeńı Richardsonova škálovaćıho zákona.

2 Předpoklady pro simulaci

Nejprve se zabývejme časovým a prostorovým vymezeńım turbulence. Částice se pohy-
buj́ı v oblasti O ⊂ Rn, přičemž n ∈ 2, 3.
Jejich koncentrace v čase t je definována jako: c = c(x, t) ≥ 0, x ∈ O, t > 0.
Rychlostńı pole je dáno jako v = v(x, t) ∈ Rn.

Turbulence je speciálńı př́ıpad anomálńı difuze (vyj́ımečný pohyb, který nepodléhá
zákonitostem Brownova pohybu). Pro simulaci anomálńı difuze slouž́ı exponent α = 2/3
s difuzńım koeficientem D > 0.

Turbulentńı prouděńı je pak popsáno zlomkovou parciálńı diferenciálńı rovnićı:

∂f

∂t
= D∇(α)C − v · ∇C (1)



3 Stochastická simulace turbulentńıch částic

Částice je na počátku v bodě x0 ∈ O, čas se měńı s krokem ∆t = t/Ni, kde Ni (kde
Ni ∈ N) je počet iteračńıch krok̊u v jedné simulaci (v k-tém kroku je čas tedy tk = k∆t
a poloha částice je Xk ∈ O). Pohyb částic je ř́ızený Lévyho procesem, který definuje
náhodný pohyb:

Xk+1 = Xk + v(Xk, tk)∆t+ (D∆t)
1
α ξk, (2)

kde ξk je náhodný vektor vygenerovaný ze standardizovaného
α-stabilńıho rozděleńı (ξk ∼ Lα,n)

Richardson prováděl pokusy, kde sledoval náhodnou veličinu

R2(t) = ∥X(t)−Y(t)∥2 = ∥XN −YN∥2 (3)

Experimentováńım pak zjistil, že ER2(t) ∝ t3 (druhá mocnina vzdálenosti mezi dvěmi
částicemi je úměrná k třet́ı mocnině času)

Muśı platit předpoklady že XN a YN jsou konečné polohy dvou nezávislých částic v čase
t > 0 vypuštěných ze společného bodu x0 ∈ Rn. Pro volnou turbulenci (částice nemaj́ı
nijak omezený pohyb) plat́ı, že ER2(t) = +∞, a kv̊uli tomu je nutné mı́t omezeńı pohybu
částice na oblast O ∈ Rn.

4 Implementace

Implementace byla v programovaćım jazyku Python, který použ́ıvá Mersenne Twister pro
generováńı pseudonáhodných č́ısel. Simulace byly prováděny v 2D prostoru a vizualizace
byla pomoćı knihoven Matplotlib a OpenCV. Všechny numerické výpočty byly prováděny
knihovnou Numpy, která je velmi obĺıbená mezi vědci zejména kv̊uli jej́ı rychlosti.

Z hlediska generováńı pseudonáhodných č́ısel byly použ́ıvány následuj́ıćı generátory:

1. Mersenne Twister

2. Box-Muller transformace

3. Levyho proces

V mém pokusu byla oblast O dvojrozměrná. Pokusy se však daj́ı dělat i v 3D.

5 Výsledky

Měřeńım pomoćı metod Monte Carlo byl dokázán vztah v Richardsonově škálovaćım
zákoně (R2(t) ∝ t3)



Ostatńı proměnné hodnota
Nsim 20
Ni 100
D 3
α 2/3

Nsim - počet simulaćı celkově
Ni - počet iteraćı v jedné simulaci
D - dif̊uzńı koeficient
α - parametr použ́ıvaný pro Levyho
proces (pro turbulenci se použ́ıvá hod-
nota 2/3)

6 Shrnut́ı

Na tomto projektu jsem se seznámil s problémem modelováńı turbulence částic, zároveň
se povedlo obsáhnout veškerou teorii d̊uležitou pro pochopeńı modelováńı turbulence a
také se povedlo potvrdit Richardson̊uv škálovaćı zákon, což považuji za hlavńı výsledek
práce.
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