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Abstrakt

Wythoffova hra pochézi pravdépodobné z Ciny, ale jméno nese po holandském
matematikovi W. A. Wythoffovi!, ktery v roce 1907 zvefejnil kompletni analyzu hry.
V ¢lanku popiseme dvé mozné vyherni strategie: pomoci rekurentni posloupnosti a
pomoci zépisu ¢isel ve Fibonacciho soustavé.

Pravidla Wythoffovy hry

Predstavte si, ze se pred Vami nachazeji dvé hroméadky libovolné zvoleného poctu zetonu.
Se svym protihracem se stiidate v tazich probihajicich nasledujicim zpusobem:

1. Vyberete si pravé jednu z hromédek a odstranite z ni libovolny pocet zetonu.

2. 7 obou hromadek zaroven odstranite shodny pocet zetont.

Prohrava ten hrac, jenz na zacatku svého tahu jiz nemé zadné zetony k odstranéni.

Prohravajici a vyhravajici pozice
Zadefinujme rekurzivné vyhravajici a prohravajici pozice.

Definice 1. Necht (0;0) € P. Necht (z;y) € Ny x Ny, (z;y) # (0;0).
e (r;y) € V, pokud existuje tah do P,
e (z;y) € P, pokud vSechny tahy vedou do V.
Prvkim P ifkdme prohrévajici pozice, prvkim z V vyhravajici pozice.?

Muzeme si vSimnout, ze plati: PUV =Ny xNga PNV =0; (z;y) € P < (y;x) € P.

Willem Abraham Wythoff (1869-1939)
2Veétsina zdrojii pouziva znaceni P (previous) a N (next). N znaéf to samé co V a P opét znacf
prohravajici pozice. [1]



Priklad 1. Zahrajme si ukdzkovou hru. Pred nami se nachazi hromadka = s 12 zetony a
hromadka y s 20 zetony. To zapiseme jako (12;20). Hra ma tento prubéh:

(12; 20) — (8; 16) Partii zahajuje hra¢c A odebranim 4 zetonu z obou hromadek. Hrac B
(8;13) — (8;5) reaguje odstranénim 3 Zetonu z hromddky y. Hrac A odebere ze stejné
(3;5) — (1;3) hromddky dalSich 8 Zetonu, na coz jeho oponent odstrani 5 Zetonu z
(1;2) — (0; 1) hromadky . Nasleduje odebrani 2 zetonu z kazdé hromadky hracem A

a jednoho zetonu z hromadky y hracem B. Hra¢ A odstrani po jednom

zetonu z obou hromadek a tim na stole zbude posledni Zeton, ktery odebere hrac B.

Jelikoz na jeho soupete jiz zadny Zeton nezbyl, stava se vitézem hry.

Pokud umime popsat P a délat tahy z V' do P, pak kdyz soupet

zacne v P, prohraje. Pokud za¢ne ve V', ale neznd vyherni strategii, B

muze udélat tah do V', a poté vyhrajeme my.

Wythoffovu hru muzeme také interpretovat jako damu pohybujici se

po nekonecné sachovnici. Muze se vSak pohybovat pouze dolu, vlevo | e
a diagonalné doleva dolu.

A

Prvni vyherni strategie: rekurentni posloupnost
Véta 1. P = {(an;bn), (bp;a,) | n € No}, kde

® ap=0by =0,
e a, pron > 1 je nejmensi jesté nepouzité prirozené cislo,
e b,—a,+tn.
n 01234 |56 |7]8|9 1011

a, |01 3146 | 8|9 |11]12]14 |16 | 17
b, 10257101315 | 18|20 |23 |26 |28

Tabulka 1: Pocéatecni ¢leny posloupnosti a,,, b,

Déle plati a,, < api1,b, < byyq. Navic kazdé prirozené ¢islo je v tabulce 1 pravé jednou.
Diikaz véty 1. Oznacime mnozinu {(a,;by,), (by;a,) | n € No} = A. Pro dukaz, ze A = P,
staci oveérit:

(a) (0;0) € A, (0;0) € A, protoze ag = by = 0.

(b) Pokud (z;y) ¢ A, pak existuje tah do A. Pokud (z;y) ¢ A, pak muzeme bez djmy
na obecnosti uvazovat, ze x < y. Mame néasledujici moznosti:

e r =10,y >x>b, > a, Uberuy—a, zy a dostanu se do pozice (x;y’) =
(bn; an).

e ©=a,;y>b, Uberuy —b, zy a dostanu se do (z;y") = (an; by).

e r =ay,; y <b, Uberua,—ay, kde k = y—x < n, z obou a dostanu se do pozice
(ax; by), protoze x — (ap, —ag) = ar ay— (a, —ag) = (y—x)+ax = k+a, = by.



(c) Pokud (z;y) € A, pak vsechny tahy vedou mimo A. Kdyz uberu z a, tak jsme v
pozici (2';b,), kde ' < a,, b, je vsak v tabulce 1 pravé jednou, a to ve dvojici s
a,. Proto jsem mimo A. Podobné kdyz uberu z b,,, nebo stejny pocet z obou.

]

Priklad 2. K demonstraci zminénych pravidel pouzijeme hru z prikladu 1, pouze s
odlisnym komentarem. Soupef nds prvnim tahem dostava do vyhravajici pozice, kterou
diky druhé moznosti z (c¢) proménime v prohravajici. Po jeho dalsim tahu pouzijeme prvni
moznost z (c), ¢éimz opét vytvorime prohravajici pozici. Po jeho dalsim tahu pouzivame
opét druhou moznost z (c). Z pozice (1; 2), vedou vSechny soupetovy tahy k nasi vyhfte.

Druha vyherni strategie: Fibonacciho zapis cisel

Definice 2. Fibonacciho cisla jsou posloupnosti ¢isel spliujicich f, = f,_1 + fu_2 pro

n > 2. Pocateéni podminky jsou f; =2 a fo=1.3
n|0[1|2|3]4][5]6]7[8]9]10
So|1]2]3]5]8]13]21|34]55]89] 144

Tabulka 2: Pocatek rozvoje Fibonacciho ¢isel
Véta 2. Kazdé N € N lze zapsat ve Fibonacciho soustavé pomoci cifer 0 a 1,
. N =31 _arfe, kde ay, € {0,1},a; # 0.

Platnost véty zarucuje hladovy rozvoj. Pro ¢islo N se ziska tak, ze vzdy najdeme nejveétsi
Fibonacciho ¢islo f;, které je mensi nebo rovno danému N. Spocitdme zbytek N — f; a
se zbytkem postupujeme stejné. 66 =55+ 11 =55+8+4+3 = fs + f1 + fo.

Piseme (66)r = 100010100. 120 = 89 + 21 + 8 + 2. Tudiz (100) = (1001010010).

Takovy rozvoj neobsahuje cifru 2 nebo vyssi, protoze 2f,, > f,+fn_1 = fni1, a neobsahuje
po sobé jdouci jednicky, protoze f,—1 + fn = fui1-

Véta 3. P = {(sn,ln), (ln,sn) | n € No}, kde
® Sy — lo - 0
e (s,) ostre roste a zdpis s, ve Fibonacciho soustavé konci sudym pocétem nul.

e (l,) ostre roste a zapis l,, ve Fibonacciho soustavé konéi lichyym poctem nul.

n|o 1 2 3 4 5
Sm (1) =1z | (100) =3x | (101) =4z | (1001) =6z | (10000) = &
I, | 0] (10) =2z | (1000) = 5 | (1010) = 75 | (10010) = 105 | (100000) = 135

=}

Tabulka 3: Pocatecni ¢leny posloupnosti s, a l,

Navic si lze povSimnout, ze ¢isla v druhém tadku jsou stejna jako ¢isla v prvnim, pouze
s pfidanou nulou na konci.

Diikaz véty 3. Oznacime mnozinu {(sp;l,), (In; $n) | n € No} = B. Pro dukaz, ze B = P,
si sta¢i uvédomit:

3Pocéatecni podminky jsou vétdinou definovany jako F; = 1 a Fy = 0. Pro préci s rozvojem ve
Fibonacciho soustavé musime vSak definovat tyto podminky tak, jak bylo v ¢lanku zminéno.



(a) (0;0) € B.

(b) (sn) a (1,) ostfe rostou.

(c) Kazdé piirozené ¢islo je rovno bud s,, nebo [,, pro néjaké n € N.
(d) I, — s, = n pro kazdé n € N.

Body (a), (b) a (c) jsou jasné z definice mnoziny B. Bod (d) dokdzeme tak, ze pro kazdé
n € N existuje pfirozené n, aby [, — s,, = n. Najdeme (n —1)p = (ajaj_1...a1a9), zvolime
(s)p = (aj...ara0l), (1) = (aj...a1a010). Pokud ay = 1, je a; = 0 a my prepiSeme
(a;...011) — (a,...100), pokud opét vznikne 11, znovu piepiSeme. Dostaneme tim Fibo-
nacciho rozvoj se sudym poctem nul na konci. Proto skutecné s = s,, pro néjaké n € N.
Podobné pro | = [,,. Ukazme, Ze I, — s, = k = a;jfjr2—a;fjr1+...+aofo—aofi+ fi— fo =
ajfi+..+afo+2-1)=n—-1+1=n. O

Piiklad 3. Na nasledujici ukazce si demonstrujeme pouziti druhé vyherni strategie.
Zacneme s dvojici ¢isel (35; 40).
(35; 40) — (8; 13)  Jsme na tahu. Vétsf éislo oznaéme Y a mensi z ésel ozna¢me X a
(8;10) — (3;5) pfevedme ho do Fibonacciho soustavy.
(2;4) — (221) 35 =34+ 1 — (10000001) = (s,)r. Piiddme tedy na konec nulu a
(1;1) - (0;0) ziskdme (I,)r = (100000010), po pievodu (I,,)r zpét do dekadické
soustavy dostaneme 57.

Jelikoz [,, > Y > X, index k zjistime jako k =Y — X — k = 5. Paklize k zépisu (k—1)p
priddme nakonec éislici 1, tj. (1011), a prepiSeme ho do desitkové soustavy, ziskame s, = 8
aly = sp + k = 13. Dalsi dvojice cisel je tedy (8; 13). Soupet odecte z druhé pozice 3,
dostdvame (8; 10). Provedeme-li shodny postup jako v prvnim tahu, obdrzime (3; 5).
Protihra¢ néas uvede do pozice (2; 4). Pro vypocet prohrévajici pozice prevedeme 2 do
Fibonacciho soustavy, a tedy (2)r = (10), proto 2 = [;, z toho (s;)r = (1), tj. s; = L.
JelikoZ s; je mensi nez hodnoty stavajici pozice, nahradime jim druhou pozici a vyjde
dvojice ¢isel (2;1). Odtud jiz vede snadné cesta k vyhfe.
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