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Abstrakt

Zkoumali jsme jednoduchý dopravńı model pomoćı teorie Markovových řetězc̊u
v diskrétńım čase. Pomoćı matice přechodu jsme našli stacionárńı řešeńı a zkoumali
jsme hustotńı rozložeńı a relativńı četnost výskytu konfiguraćı. Věnovali jsme se
hlavně dvěma situaćım: 1. rychlost vozidla se měńı podle vzdálenosti k nejbližš́ımu
(ve směru j́ızdy), 2. rychlost vozidla se měńı podle kvality vozovky.

1 Úvod - definice modelu

Zabýváme se jednoduchým pohybem tř́ı částic, které maj́ı nadefinované parametry p1 ,p2,
p3 (zajǐst’uj́ıćı interakci mezi vozidly), v šesti buňkách s parametry q0, q1, q2, q3, q4, q5 (které
zajǐst’uj́ı interakci vozidel a vozovky). Částice se pohybuj́ı ve směru hodinových ručiček,
jak je znázorněno na obrázku 1.

Obrázek 1: Definice modelu



Částice se pohybuj́ı podle těchto pravidel:

• Částice se pohybuj́ı přeskokem do sousedńı buňky

• V jedné buňce může být nejvýše jedna částice

• Částice, která má před sebou k volných buněk, přeskoč́ı s pravděpodobnost́ı pk

• Každá buňka b má vlastńı parametr qb, který ovlivňuje pravděpodobnost výskoku
z této buňky

• V každém kroku náhodně vybereme buňku; pokud je tato buňka obsazená částićı,
která má před sebou volno, pak přeskoč́ı s pravděpodobnost́ı pk · qb

2 Teorie

K problému budeme přistupovat pomoćı teorie Markovových řetězc̊u s diskrétńım časem,
viz [1]. Markovovým řetězcem rozumı́me náhodnou posloupnost (Xn;n ≥ 0), kde n je čas
a X0 zaznamenává výchoźı stav s0. Rovnost Xn = sn znamená, že v čase n nastane stav
sn. Stavy s bereme z množiny S = {1, 2, ..., |S|}. Aby výše zmı́něná posloupnost byla
markovská, muśı ∀ i, j ∈ S platit

Pr[Xn = j|Xn−1 = i,Xn−2 = sn−2, ..., X0 = s0] = Pr[Xn = j|Xn−1 = i] , (1)

což znamená, že pravděpodobnost Xn = j záviśı pouze na předchoźım stavu Xn−1 = i.
Pro zjednodušeńı uvažujme, že pravděpodobnost z rovnice (1) nezáviśı na n, můžeme tedy
psát Pr[Xn = j|Xn−1 = i] = Pr[i → j] =: Pij. Pij označuje pravděpodobnost, že systém
v daľśım kroku přejde ze stavu i do stavu j. Pij jsou prvky matice přechodu P , kde i
označuje řádek a j sloupec.

Pravděpodobnost, s jakou se systém v čase n nacháźı ve stavu s (Pr(Xn = s))
spoč́ıtáme pomoćı

vn = v0 · P n , (2)

kde vektor vn = (Pr(Xn = 1),Pr(Xn = 2), ...,Pr(Xn = |S|)).
Pokud necháme systém vyv́ıjet se dostatečně dlouho (n→ +∞), pravděpodobnosti se

ustáĺı. Toto se nazývá stacionárńı řešeńı, které označ́ıme v. Vektor v źıskáme jako řešeńı
rovnice

v = v · P . (3)

3 Matematický popis modelu

Pomoćı definice modelu sestav́ıme množinu konfiguraćı systému S = {111000, 110100, ...},
kde 0 označuje prázdnou buňku a 1 buňku s částićı. Počet všech možných konfiguraćı je(
6
3

)
= 20. Jsou čtyři typy konfiguraćı, ostatńı jsou jejich rotace, jak je znázorněno v

tabulce 1
Dle pravidel můžeme přesně zjistit pravděpodobnost přechodu např.

P111000;110100 = P1;7 =
p3 · q2

6
(4)

Ze stacionárńıho řešeńı v źıskáme hustotu (středńı obsazenost buňky) v dané buňce b

%(b) =
∑
s∈S

s(b) · v(s) =
∑
s∈S

s(b) · Pr[Xn = s] (5)



Typ konfig. 111000 110100 110010 101010

Č́ısla konfig. 1-6 7-12 13-18 19,20

Tabulka 1: Základńı konfigurace

4 Př́ıklady
Př́ıklad 1: Pod́ıvejme se na grafy relativńı četnosti a hustoty pro parametry p1 = 0, 2;
p2 = 0, 4; p3 = 0, 6 a ∀ b, qb = 1 (viz obrázek 2). qb = 1 znamená, že na vozovce se
nenacháźı žádná překážka a má stejnou kvalitu. Č́ım větš́ı je mezera před vozidlem, t́ım
větš́ı je parametr pk (tedy roste pravděpodobnost pohybu vozidla).

Obrázek 2: Relativńı četnost (vlevo) a hustota v buňkách (vpravo) pro př. 1

Nejpravděpodobněǰśı jsou konfigurace 19 a 20 (č́ıslováńı viz tabulka 1) s pravděpodob-
nost́ı 0,1110. Daľśı nejčetněǰśı konfigurace jsou 7 až 18 s pravděpodobnost́ı 0,0556 a nejméně
četné jsou 1 až 6 s pravděpodobnost́ı 0,0185. Hustota je ve všech buňkách stejná %(b) = 1

2
.

Př́ıklad 2: Parametry jsou pk = 1 a q1 = 1 q2 = 1 q3 = 0, 1. Parametr q3 = 0, 1 odpov́ıdá
defektu vozovky (a tedy nutnému zpomaleńı).

Obrázek 3: Relativńı četnost (vlevo) a hustota v buňkách (vpravo) pro př. 2

Z grafu vyčteme, že nejpravděpodobněǰśı konfigurace jsou 2 (011100) s pravděpodob-
nost́ı 0,689 a 15 (101100) s prav. 0,0689, protože se za čtvrtou (s q3 = 0, 1) vytvoř́ı
kongesce, a tedy buňky 2,3,4 budou mı́t vyšš́ı hustotu.



5 Diskuze a závěr

Na obrázćıch 2 a 3 jsou výsledky vycházej́ıćı z teorie (sloupce) i simulaćı (kosočtverce),
které spolu koresponduj́ı. Je tedy vidět, že teorie Markovových řetězc̊u je efektivńım
nástrojem k řešeńı modelu hopsaj́ıćıch kuliček v diskrétńı mř́ıžce.

Na př́ıkladu jedna jsme zjistili, že zmenšováńı rychlosti (zp̊usobené malou vzdálenost́ı
vozidel) zp̊usob́ı, že nejpravděpodobněǰśımi konfiguracemi jsou 19 a 20, protože částice
jsou zde rozloženy nejrovnoměrněji. Nejméně pravděpodobné konfigurace jsou 1 - 6, kde
jsou tři částice za sebou. Zpomaleńı či zabržděńı tedy snižuje možnost kongesce.

Př́ıklad č́ıslo dvě ukázal, jak defekt vozovky ovlivńı vznik dopravńı zácpy. Auta se
nejdéle zdržovala v koloně na buňkách 1,2,3, v d̊usledku toho zde byla větš́ı hustota.
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