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Abstrakt

Zkoumali jsme jednoduchy dopravni model pomoci teorie Markovovych fetézcu
v diskrétnim case. Pomoci matice pfechodu jsme nasli stacionarni feseni a zkoumali
jsme hustotni rozlozeni a relativni ¢etnost vyskytu konfiguraci. Vénovali jsme se
hlavné dvéma situacim: 1. rychlost vozidla se méni podle vzdalenosti k nejblizs§imu
(ve sméru jizdy), 2. rychlost vozidla se méni podle kvality vozovky.

1 Uvod - definice modelu

Zabyvame se jednoduchym pohybem tii ¢astic, které maji nadefinované parametry p; ,ps,
p3 (zajistujici interakci mezi vozidly), v Sesti butikdch s parametry qo, q1, @2, g3, @, g5 (které
zajistuji interakci vozidel a vozovky). Céastice se pohybuji ve sméru hodinovych rucicek,
jak je zndzornéno na obrazku 1.

Obréazek 1: Definice modelu



Céstice se pohybuji podle téchto pravidel:

e Cistice se pohybuji preskokem do sousedni buiiky
e V jedné bunce muze byt nejvyse jedna ¢astice

Céstice, kterd m4 pred sebou k volnych bunék, preskoéi s pravdépodobnosti py,

Kazda bunka b mé vlastni parametr g, ktery ovliviiuje pravdépodobnost vyskoku
z této buiky

e V kazdém kroku ndhodné vybereme buiiku; pokud je tato bunka obsazena céstici,
ktera ma pred sebou volno, pak preskoci s pravdépodobnosti p;. - g,

2 Teorie
K problému budeme pristupovat pomoci teorie Markovovych fetézcu s diskrétnim casem,
viz [1]. Markovovym fetézcem rozumime nadhodnou posloupnost (X,,;n > 0), kde n je ¢as
a Xy zaznamenava vychozi stav sg. Rovnost X,, = s, znamen4, Zze v ¢ase n nastane stav
Sp. Stavy s bereme z mnoziny S = {1,2,...,|S|}. Aby vySe zminénd posloupnost byla
markovska, musi V i, 7 € S platit

PI'[Xn = j|Xn—1 = i,Xn_Q = Sp—2y ey XQ = 80] = PI'[Xn = j|Xn—1 = Z] s (1)

coz znamena, ze pravdépodobnost X, = j zavisi pouze na predchozim stavu X, | = 1.
Pro zjednoduseni uvazujme, ze pravdépodobnost z rovnice (1) nezdvisi na n, muzeme tedy
psat Pr[X,, = j|X,_1 =i] = Pr[i — j] = P,;. P; oznacuje pravdépodobnost, ze systém
v dalsim kroku piejde ze stavu ¢ do stavu j. P;; jsou prvky matice prechodu P, kde ¢
oznacuje radek a j sloupec.

Pravdépodobnost, s jakou se systém v ¢ase m nachdzi ve stavu s (Pr(X, = s))
spoc¢itame pomoci

v, = Vg - P", (2)

kde vektor v, = (Pr(X,, = 1),Pr(X, =2),...,Pr(X, =195])).

Pokud nechame systém vyvijet se dostatecné dlouho (n — +00), pravdépodobnosti se
ustali. Toto se nazyva stacionarni reseni, které oznacime v. Vektor v ziskdme jako feseni
rovnice

v=uv-P. (3)
3 Matematicky popis modelu

Pomoci definice modelu sestavime mnozinu konfiguraci systému S = {111000, 110100, ...},
kde 0 oznacuje prazdnou bunku a 1 bunku s ¢éstici. Pocet vSech moznych konfiguraci je

(g) = 20. Jsou ctyti typy konfiguraci, ostatni jsou jejich rotace, jak je znazornéno v
tabulce 1
Dle pravidel muzeme presné zjistit pravdépodobnost prechodu napf.
Pp3-q
Pr11000;110100 = Pi7 = 36 = (4)

Ze stacionarniho feseni v ziskdme hustotu (stfedni obsazenost bunky) v dané bunce b

o(b) = s(b) - v(s) =Y s(b) - Pr[X, = o] (5)

seS seS



Typ konfig. | 111000 | 110100 | 110010 | 101010
Cisla konfig. 1-6 7-12 13-18 | 19,20

Tabulka 1: Zakladni konfigurace

4 Priklady

Priiklad 1: Podivejme se na grafy relativni cetnosti a hustoty pro parametry p; = 0, 2;
pa = 0,4, p3 = 0,6 a Vb, g = 1 (viz obrazek 2). ¢, = 1 znamend, Ze na vozovce se
nenachdzi z4dnd prekézka a mé stejnou kvalitu. Cim vétsi je mezera pied vozidlem, tim
vétsi je parametr py (tedy roste pravdépodobnost pohybu vozidla).
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Obrazek 2: Relativni ¢etnost (vlevo) a hustota v buiikach (vpravo) pro pf. 1

Nejpravdépodobnéjsi jsou konfigurace 19 a 20 (¢islovani viz tabulka 1) s pravdépodob-
nosti 0,1110. Dalsi nejcetnéjsi konfigurace jsou 7 az 18 s pravdépodobnosti 0,0556 a nejméné

1

cetné jsou 1 az 6 s pravdépodobnosti 0,0185. Hustota je ve vSech bunkach stejna o(b) = 5.

Priklad 2: Parametry jsou pp, =1a g =1 ¢, =1 g3 = 0, 1. Parametr g3 = 0, 1 odpovida
defektu vozovky (a tedy nutnému zpomaleni).
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Obrazek 3: Relativni ¢etnost (vlevo) a hustota v buiikdch (vpravo) pro pf. 2

Z grafu vycteme, ze nejpravdépodobnéjsi konfigurace jsou 2 (011100) s pravdépodob-
nosti 0,689 a 15 (101100) s prav. 0,0689, protoze se za ¢tvrtou (s g3 = 0,1) vytvoii
kongesce, a tedy bunky 2,3,4 budou mit vyssi hustotu.



5 Diskuze a zavér

Na obrazcich 2 a 3 jsou vysledky vychazejici z teorie (sloupce) i simulaci (kosoctverce),
které spolu koresponduji. Je tedy vidét, ze teorie Markovovych tetézcu je efektivnim
nastrojem k feseni modelu hopsajicich kulicek v diskrétni mftizce.

Na piikladu jedna jsme zjistili, Ze zmensovéani rychlosti (zpusobené malou vzdalenosti
vozidel) zpusobi, Ze nejpravdépodobnéjsimi konfiguracemi jsou 19 a 20, protoze ¢éstice
jsou zde rozlozeny nejrovnomeérnéji. Nejméné pravdépodobné konfigurace jsou 1 - 6, kde
jsou tii castice za sebou. Zpomaleni ¢i zabrzdéni tedy snizuje moznost kongesce.

Priklad cislo dve ukazal, jak defekt vozovky ovlivni vznik dopravni zacpy. Auta se
nejdéle zdrzovala v koloné na bunkach 1,2,3, v dusledku toho zde byla vétsi hustota.
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