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Abstrakt

Turing̊uv model popisuje vznik prostorových struktur z malé perturbace konstantńı
počátečńı podmı́nky. Pomoćı něj můžeme generovat obrázky skvrn na kožǐśıch ja-
guár̊u a žiraf, pruh̊u na zebrách nebo obrazc̊u na k̊uži akvarijńıch rybek. Ćılem
této práce je pozorovat chováńı Turingova modelu na obdélńıku a kulové ploše a
porovnat struktury vytvořené t́ımto modelem s r̊uznými počátečńımi podmı́nkami
a parametry.

1 Úvod

Na prvńı pohled chaotické rozmı́stěńı skvrn na srsti zv́ı̌rat lze popsat Turingovým mo-
delem. Jde o soustavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic popisuj́ıćıch časový vývoj dvou
veličin, které mohou reprezentovat např́ıklad koncentraci pigmentu na kožichu jaguára.
Vznikaj́ıćı struktury vykazuj́ı zaj́ımavé vlastnosti, např́ıklad symetrii. Výsledný tvar záviśı
na volbě počátečńıch podmı́nek a parametr̊u, které mohou představovat např́ıklad difuzńı
poměr. Turing̊uv model však dokáže popsat i daľśı jevy v př́ırodě, např́ıklad vaskularizaci
rakovinných buněk nebo dynamiku v nukleárńıch reaktorech.

Naše práce se zabývá studiem změn struktur v závislosti na volbě parametr̊u a po-
čátečńıch podmı́nek. Dále se pokuśıme pokuśıme vyvinout algoritmus na zjǐstěńı počtu
skvrn na sféře. Výsledná data zhodnot́ıme a porovnáme s rovinným modelem.

2 Turing̊uv model

Jedná se o soustavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic

∂u

∂t
= d1∇2u+ f(u, v)

∂v

∂t
= d2∇2v + g(u, v),

kde proměnné jsou dvě funkce u, v závislé na prostoru a čase. Parametry d1, d2 mohou
představovat difuzńı konstanty, druhá mocnina operátoru ∇ (nabla) prostorovou derivaci.
Tato soustava má analytické řešeńı pouze ve velmi speciálńıch př́ıpadech, proto ji většinou
řeš́ıme numericky. Právě touto cestou jsme se vydali i my.



Při naš́ı práci jsme vycházeli z článku [1], který uvažuje konkrétńı funkce f , g, tedy
předchoźı systém je při převzet́ı značeńı ve tvaru

∂u

∂t
= Dδ∇2u+ αu+ v − r2uv − αr3uv2

∂v

∂t
= δ∇2v + γu+ βv + r2uv + αr3uv
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Parametry této rovnice, dle kterých budeme zkoumat vývoj a výsledný stav systému,
jsou α, β, γ, r2, r3, D, δ.

3 Vývoj na obdélńıku

Model jsme využili k vytvořeńı struktur na ploše obdélńıku tvořeného konečným počtem
bod̊u. Soustava nemá analytické řešeńı, proto jej hledáme numericky v programu Matlab.
Na obdélńıku muśıme zavést speciálńı podmı́nky pro chováńı skvrn při okraj́ıch obdélńıka,
které výrazně ovlivňuj́ı počet vzniknuvš́ıch skvrn. Ten ve většině př́ıpad̊u konverguje k jisté
hodnotě, která se dále v čase už neměńı. Skvrny potom jen drobně měńı svou vzájemnou
pozici. Zjǐst’ovali jsme, jaký vliv maj́ı parametry na vývoj a konečný stav struktur. Vhod-
nou volbou parametr̊u dosáhli struktur vzhledově podobným př́ırodńım vzor̊um.

(a) β = −0.91 (b) β = −0.1

Obrázek 1: Rozd́ılné struktury na obdélńıku

4 Vývoj na sféře

Na sféře se struktura vyv́ıj́ı stejným zp̊usobem jako na obdélńıku. Odpadá však nutnost
zavádět okrajové podmı́nky, č́ımž se vznik skvrn v́ıce přibĺıž́ı skutečnému vývoji v př́ırodě.

Abychom mohli analyzovat závislost počtu skvrn na počátečńıch podmı́nkách, museli
jsme vyvinout program, který skvrny poč́ıtá. Sféra je v datovém souboru reprezentována
trojúhelńıkovou śıt́ı. Program data extrahuje do grafu, jejž lineárně procháźı a každou
skvrnu prohledáváńım do š́ı̌rky ze seznamu vyřad́ı a započ́ıtá. T́ımto programem jsme
následně chováńı modelu na sféře analyzovali.

Nejprve proběhlo srovnáńı počtu skvrn při shodných parametrech modelu, avšak roz-
d́ılném počátečńım náhodném šumu. Porovnali jsme struktury několika deśıtek r̊uzných
vzork̊u s difúzńım poměrem D = 6 po 50 000 iteraćıch. Relativńı odchylka počtu skvrn



(a) t = 0 (b) t = 2600 (c) t = 50 000

Obrázek 2: Vývoj struktur na sféře

činila 1.25 %, což je výrazně menš́ı rozptyl než při simulaćıch na obdélńıku, kde se odchylka
kv̊uli ovlivněńı okrajovou podmı́nkou pohybuje v řádu deśıtek procent.

Ve druhé fázi jsme se zaměřili na časový vývoj struktury při konkrétńıch počátečńıch
podmı́nkách, v tomto př́ıpadě D = 0.6 a D = 6. Na grafu lze vidět, že počet skvrn
rychle konverguje k určité hodnotě, což se ve vizuálńım zobrazeńı modelu projevuje tak,
že jakmile dojde k vytvořeńı prvotńıch skvrn, nové už nevznikaj́ı a ty stávaj́ıćı se jen
rozmist’uj́ı na sféře tak, aby zaujmuly co nejpravidelněǰśı rozestaveńı.

Obrázek 3: Časový vývoj počtu skvrn

5 Závěr

Podařilo se nám objevit některé nové vztahy mezi parametry a výslednými strukturami.
Vytvořili jsme program výrazně usnadňuj́ıćı daľśı výzkum, j́ımž jsme potvrdili domněnku,
že se model na sféře chová konzistentněji než na ohraničeném obdélńıku. T́ım jsme výrazně
rozš́ı̌rili hranice lidského poznáńı v oblasti poč́ıtáńı punt́ık̊u na sférických kočkách.
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