Matematicky model vzniku skvrn na kozichu jaguara
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Abstrakt

Turingtiv model popisuje vznik prostorovych struktur z malé perturbace konstantni
pocatecéni podminky. Pomoci néj muzeme generovat obrazky skvrn na kozisich ja-
guaru a ziraf, pruhu na zebrach nebo obrazcu na kuzi akvarijnich rybek. Cilem
této prace je pozorovat chovani Turingova modelu na obdélniku a kulové plose a
porovnat struktury vytvofené timto modelem s ruznymi poc¢atecnimi podminkami
a parametry.

1 Uvod

Na prvni pohled chaotické rozmisténi skvrn na srsti zvitat 1ze popsat Turingovym mo-
delem. Jde o soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic popisujicich ¢asovy vyvoj dvou
veli¢in, které mohou reprezentovat napiiklad koncentraci pigmentu na kozichu jaguara.
Vznikajici struktury vykazuji zajimavé vlastnosti, napiiklad symetrii. Vysledny tvar zavisi
na volbé poc¢atecnich podminek a parametru, které mohou predstavovat napiiklad difuzni
pomér. Turinguv model vSak dokaze popsat i dalsi jevy v ptirodé, napiiklad vaskularizaci
rakovinnych bunék nebo dynamiku v nuklearnich reaktorech.

Nage préace se zabyva studiem zmén struktur v zavislosti na volbé parametru a po-
¢atecnich podminek. Déle se pokusime pokusime vyvinout algoritmus na zjisténi poctu
skvrn na sfére. Vysledna data zhodnotime a porovname s rovinnym modelem.

2 Turingtv model

Jedna se o soustavu parcidlnich diferencialnich rovnic

% = d,\V*u+ f(u,v)
% = dy Vv + g(u,v),

kde proménné jsou dvé funkce u,v zavislé na prostoru a ¢ase. Parametry d;,ds mohou
predstavovat difuzni konstanty, druhd mocnina operatoru V (nabla) prostorovou derivaci.
Tato soustava ma analytické feSeni pouze ve velmi specidlnich piipadech, proto ji vétsinou
resime numericky. Pravé touto cestou jsme se vydali i my.



Pii nasi praci jsme vychézeli z clanku [1], ktery uvazuje konkrétni funkce f, g, tedy
predchozi systém je pii prevzeti znaceni ve tvaru
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T = 0V + yu + Bv + rouv + arsuv

Parametry této rovnice, dle kterych budeme zkoumat vyvoj a vysledny stav systému,
jSOU a, ﬁa Y, T2, T'3,s D7 J.

3 Vyvoj na obdélniku

Model jsme vyuzili k vytvoreni struktur na plose obdélniku tvoreného koneé¢nym poctem
bodu. Soustava nema analytické feseni, proto jej hledame numericky v programu Matlab.
Na obdélniku musime zavést specialni podminky pro chovani skvrn pii okrajich obdélnika,
které vyrazné ovliviuji pocet vzniknuvsich skvrn. Ten ve vétsiné pripadu konverguje k jisté
hodnoté, ktera se dale v ¢ase uz neméni. Skvrny potom jen drobné méni svou vzajemnou
pozici. Zjistovali jsme, jaky vliv maji parametry na vyvoj a koneény stav struktur. Vhod-
nou volbou parametru dosahli struktur vzhledové podobnym piirodnim vzorum.
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Obrazek 1: Rozdilné struktury na obdélniku

4 Vyvoj na sfére

Na sféfe se struktura vyviji stejnym zpusobem jako na obdélniku. Odpadé vsak nutnost
zavadeét okrajové podminky, ¢imz se vznik skvrn vice ptiblizi skutecnému vyvoji v prirodé.

Abychom mohli analyzovat zavislost poctu skvrn na pocatecnich podminkéch, museli
jsme vyvinout program, ktery skvrny pocita. Sféra je v datovém souboru reprezentovana
trojihelnikovou siti. Program data extrahuje do grafu, jejz linedarné prochazi a kazdou
skvrnu prohleddavanim do sitky ze seznamu vytadi a zapocita. Timto programem jsme
nasledné chovani modelu na sfére analyzovali.

Nejprve probéhlo srovnani poctu skvrn pii shodnych parametrech modelu, avsak roz-
dilném pocatecnim nahodném Sumu. Porovnali jsme struktury nékolika desitek ruznych
vzorku s difiznim pomérem D = 6 po 50000 iteracich. Relativni odchylka poc¢tu skvrn



(b) t = 2600 (c) t =50 000

Obrazek 2: Vyvoj struktur na sfére

¢inila 1.25 %, coz je vyrazné mensi rozptyl nez pii simulacich na obdélniku, kde se odchylka
kvili ovlivnéni okrajovou podminkou pohybuje v fadu desitek procent.

Ve druhé fazi jsme se zaméftili na ¢asovy vyvoj struktury pti konkrétnich pocdtecnich
podminkach, v tomto pripadé D = 0.6 a D = 6. Na grafu lze vidét, ze pocet skvrn
rychle konverguje k urcité hodnoté, coz se ve vizualnim zobrazeni modelu projevuje tak,
ze jakmile dojde k vytvoreni prvotnich skvrn, nové uz nevznikaji a ty stavajici se jen
rozmistuji na sféfe tak, aby zaujmuly co nejpravidelnéjsi rozestavend.
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Obrazek 3: Casovy vyvoj poc¢tu skvrn
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5 Zaver

Podarilo se nam objevit nékteré nové vztahy mezi parametry a vyslednymi strukturami.
Vytvorili jsme program vyrazné usnadnujici dalsi vyzkum, jimz jsme potvrdili domnénku,
ze se model na sféte chova konzistentnéji nez na ohrani¢eném obdélniku. Tim jsme vyrazné
roz3itili hranice lidského poznani v oblasti poc¢itani puntiku na sférickych kockéch.

Podékovani

Dékujeme nasemu supervisorovi Michalu Kozakovi za poutavé vyklady a pomoc.



Reference

[1] LIU, R. T., S. S. LIAW a P. K. MAINI. Two-stage Turing model for generating pigment
patterns on the leopard and the jaguar. Physical Review E. 2006, DOI: 10.1103/Phys-
RevE.74.011914. ISSN 1539-3755.

Dostupné z: http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevE.74.011914



