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Abstrakt

Fraktaly jsou objekty, které jsou v jistém smyslu nekonecné a nelze jim jedno-
znacné prifadit celoc¢iselnou dimenzi, jak je tomu mozné u jednodussich tvart, jako
je usecka, kruh nebo krychle. Je ale mozné vypocitat jejich dimenzi jako realné ¢islo.
Tato prace je zaméfena na fraktaly iteracni, které vznikaji pomoci stale se opakuji-
ciho rekurzivniho algoritmu a jejichz dimenzi 1ze spocitat zcela presné a jednoduse.
Spocitame dimenzi Kochovy kiivky, Sierpinského trojuhelniku a dalsich znamych
fraktali.

1 Uvod

Fraktaly jsou obrazce, které v rtiznych méfitkach vykazuji stale stejné vzory — fraktaly jsou
sobépodobné. Jednim ze zpiisobt, jak fraktély generovat, jsou tzv. iteracéni systémy (IFS).
Na zakladni, jednoduchy obrazec se rekurzivné donekonec¢na aplikuje urcité transformacni
pravidlo. Obrazec se tim stava nekonec¢né slozitym. Lze mu vSak ptidélit redlnou dimenzi,
coz je mimo jiné tkolem této prace.

Iterac¢ni systémy

vvvvv

rovani fraktali. Spocivaji v opakované aplikaci jednoduchého transformac¢niho pravidla,
obycejné zmenseni a rotace ¢i posuv, na vychozi obrazec a rekurzivnim volanim tohoto pra-
vidla na nové vzniklé vzory. Fraktal se tim vykresluje do stale jemnéjsich detailii ve stale
mensim méritku. Predpis tohoto pravidla 1ika, které casti stavajicitho vzoru se maji vy-
jmout a nahradit pozménénymi kopiemi celku.



Dimenze fraktala

Pomoci fraktalni dimenze 1ze jednoduse popsat slozitost fraktéli [1]. Ke zjisténi dimenze
je mozné pouzit n€kolika metod — sobépodobnostni dimenze, ktera vychazi z opakovani
podobnych tvart ve fraktalu, miizkova dimenze, ktera pouziva rozdéleni oblasti, kde frak-
tal lezi, na ¢tverce, a Hausdorfova dimenze, kterda vyuziva rozdéleni R™ na velmi malé
podmnoziny.

2 Metodika

L ) 1 Il s Ysedka
Objekt Poket Easti Faktor
Zmensen
, 3 1/3
Usecka 6 1/6
—— 173 11173
V 9=3° 1/3
Crverec 36 = 62 1/6
29929 = 1732 14173
27=73" 1/3
krychle Krychle 216 = 67 146
5177717 =173 14173
Kochova 5y 13
kfivka IE 1;91:
4 1/3

Obrazek 1: Princip urc¢ovani sobépodobnostni dimenze

Ke zjistovani dimenze fraktali byla pouzita sobépodobnostni dimenze. Z obrazku

(obr.1) (pfevzato z [1]) vyplyva, Ze mezi poctem ¢asti a a faktorem zmenSeni s existuje
log(n)
~ log(s)

vztah a = S%, kde D je dimenze objektu. Po vyjadieni D z néj vyplyva vztah D =
Takto lze vypocitat dimenzi vSech iteracnich fraktald.

Fraktaly byly zobrazovany pomoci programovaciho jazyka Asymptote, ve kterém byly
vytvareny algoritmy pouzivajici rekurzivni funkce, které opakované vykreslovaly tytéz
tvary s pozménénou orientaci a velikosti.

3 Vysledky

Kochova kfivka (obr.2) vznika z ptivodni tsecky vyjmutim jeji stfedni tfetiny a nahra-
zenim dvéma tseCkami o délce odpovidajici tretiné délky tisecky puvodni, které sviraji
tthel 60°. Jeji dimenze je rovna 1,262. Jelikoz stale jde o lomenou ¢aru, byt je nekoneéné
dlouhé, jeji dimenze se stale spise blizi dimenzi 1.

D log 4

= 1,262
log 3 ’



Sierpinského trojuhelnik (obr.3) vznika rozdélenim ptivodniho rovnostranného troju-
helniku na ¢tyfi mensi a odebranim prostfedniho z nich. Algoritmus je rekurzivné apli-
kovan na zbyvajici tii. Dimenze Sierpinského trojuhelniku je 1,585. Tento tvar se svou
dimenzi jiz priblizuje dvourozmérnému obrazci.

_ log(3)
log(3)

Sierpinského koberec (0br.4) je vytvoren z ptuvodniho ¢tverce odebranim prostiedniho
¢tverce o hrané s tretinovou délkou oproti ptivodnimu ¢tverci a rekurzi tohoto algoritmu
na zbylych osm mensich ¢tvercti. Vzniké tak obrazec s nekoneéné malou plochou. Ackoli
je Sierpinského koberec vzkreslen podobnym algoritmem jako Sierpinského trojihelnik,
jeho dimenze je vyrazné vyssi — 1,893 — blizi se tedy vice plose nez kiivce.

log(8)

log(3)

Dimenze rekurzivniho kiize (obr.5), vytvoreného opakovanym prekiizenim tsecky kol-
mou useckou, je 2. Tvori tedy plnohodnotny dvojrozmérny obrazec.

D=

= 1,585

D= = 1,893

4 Shrnuti

Podafilo se pomoci jazyka Asymptote vytvorit algoritmy, které rekurzivnimi metodami
vykresluji fraktalni obrazce a povedllo se pro né vypocitat jejich sobépodobnostni dimenzi.
Srovnanim téchto dimenzi lze ziskat predstavu o strukturalnim rozlozeni fraktalu.

(a)n=1 (b)yn=2 (c)n=3

Obrazek 2: Kochova kfivka

Obrazek 3: Sierpinského trojuhelnik
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Obrazek 4: Sierpinského koberec
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(a)i=1 (byi=2 (c) i
Obrazek 5: Rekurzivni kiiz
Podékovani
Dékujeme nasemu supervisorovi Petru Pausovi za poutavé vyklady a obétavou pomoc pri

feseni algoritmickych problémi.
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